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3.1 Dérivabilité

Définitions

Soit f: D — R avec D C R et soit zg € D.

@ On dit que la fonction f est dérivable en x¢ (resp. dérivable a droite en zq,

. S . . ) — f(x N

dérivable a gauche en () ssi la fonction z — M possede une
xr — X0

limite finie en 2o (resp. limite finie & droite en o, limite finie a gauche en

:Eo).

o Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f en zq et est notée f’(x0)
(resp. nombre dérivé de f a droite en zq et est notée fy(xo), nombre dérivé
de f a gauche en o et est notée f;(z0))

Exemple

On considére la fonction f définie par

f(@) = |z,

La fonction f est-elle dérivable en 07

= = - - = p——

——mEmsE G Pelyza e o e



GEOISIEIERGIVELIEENN 3.1 Dérivabilité

Définition 2
@ On dit qu'une fonction f est dérivable sur I'intervalle I ssi elle est définie sur
I et si elle est dérivable en tout xg € 1.

@ On appelle alors fonction dérivée de f, et on note f’, la fonction qui 3 tout
xo de I associe le nombre dérivé f'(xo).

\. J

@ Si une fonction f est dérivable en z( alors f est continue en zo.

o Si f est dérivable sur un intervalle I alors elle est continue sur I.

Preuve : Soit f une fonction dérivable en o alors f'(z) = lim M.
T—xQ T — Xo

Posons g(x) = f(2) = f(w0) — f'(z0)(x — 20), on a
lim g(a) = lim /(@) = f(a0) — (w0} (@ — 20) =0,

T—T

puisque lim z — xo = 0 alors hm f(z)(xz —z0) = 0.
T—xTQ

Donc, lim g(z) = lim f(z)— f( )_Oi.e. 1 ( ) = f(xo) (f est continue en o).
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

Remarque

Attention, la réciproque de ce théoréme est fause.

Exemple

La fonction  — |z| est continue en 0 (car lim |z| = |0| = f(0)), mais elle est n’est pas
z—0

dérivable en 0 en effet,

i J(@) = f(0) _ lim % =1et lim f(z) = £(0) .-

z—0+t z—0 z—0t+ T z—0— z—0 z—0— T

Donc f4(0) # f4(0) alors f n'est pas dérivable en 0.

Propriété 1

Si f est dérivable en a, la droite d'équation y = f(a) + f'(a)(x — a) s'appelle la
tangente a la courbe représentative de f en a. J

Toufik CHA
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GEOEEEIERGIERIECEN 3.1 Dérivabilité

)/
y=f(a) + f'(a) (x-a)
f(a Pente f'(a)
1
f'(a)
y=f(x)
a X

La tangente a la courbe représentative de f en a.

Exemple

La fonction f :  — In(z) est dérivable en 1, donc la courbe représentative de f admet
une tangente au point A(1,0) d'équation y = x — 1.
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

3.1.1 Opérations sur les dérivées

@ Somme et produit : Soient I un intervalle et f,g: I — R dérivables.
Alors f + g et f X g sont dérivables, et

(f+9) =f+g et (fxg)=Ffg+[d

@ Quotient : Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables en a € I.

Si de plus g(a) # 0, alors 5 est dérivable en a et

<z)’ (a) = £(@9(a) — f(a)g'(a)
g 9%(a)
o Composée : Soient I, J deux intervallesde R, f: I — J, g:J — R,
a€l, be Javecb= f(a).
On suppose que f est dérivable en a et g est dérivable en b.
Alors gof est dérivable en a et

(g0f)'(a) = f'(a).g'(f(a))
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

Exemple
Soit h la fonction définie sur R par h : & — sin(3z> + 2).
h: R L R L R
r +— 32°+2 +—— sin(3z°+2)
Les deux fonctions mises en jeu sont alors : f : x + 3z + 2 et g : x > sin(x).

On a bien h = gof.
f est définie et dérivable sur I = R et, pour tout = € R, f'(z) = 62.

g est définie et dérivable sur R et f(I) C R, et pour tout z € R, ¢'(z) = cos(x).

Alors,
Vz € R, (gof)'(z) = f(2)g(f(2)) = 6a cos(3z® + 2).
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

Propriété (Réciproque)

Si f: I — R est dérivable et vérifie f’ > 0 (resp. f' < 0) sur I, alors
o f réalise une bijection de I sur f(I) = J,
@ la réciproque f71 : J — I est dérivable et, pour tout b € J,

Z1N/ - 1
=)0 = 5=y

o En particulier, les tangentes en (a, f(a)) a Cy et en (f(a),a) a C;l sont
symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

Exemple
La fonction f : z — In(x) est une bijection de ]0, 4+oco[ vers R de fonction réciproque

f7' iz € de R —]0, +oo], et de fonction dérivée f' avec Vx €]0, +oo, f'(z) = -

Ve eR, (f71) (@)= (") = () (z) =

=] =
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

3.1.2 Fonction dérivée et sens de variation

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[
O Vz€la,b[, f'(z) >0 <= f est croissante;
Q Vz €la,b [, f'(x) <0 <= f est décroissante;
@ Vz €la,b [, f'(x) =0 <= f est constante;
Q Vz €la,b [, f'(x) >0 == f est strictement croissante ;
Q@ Vz €la,b [, f'(x) <0 = f est strictement décroissante.

Remarque

La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse.
Par exemple la fonction @ — 2® est strictement croissante et pourtant sa dérivée
s'annule en 0.
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

Fonction dérivée et sens de variation

Exemple

. 1
Soit f une fonction définie sur R par : f(z) = 51’2 —x+ 3.
f est dérivable sur R (car : f est un polynéme).

La fonction dérivée est : f'(z) = x — 1 qui s'annule en 1.

az —00 1 +00
f'(x) - 0 +
400 +00
/ T i _—
f)=3

f est décroissante sur | — oo, 1] et croissante sur [1, +o0|.
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

3.1.3 Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dériva/ble et soit f' sa dérivée. Si la fonction f': T — R est
aussi dérivable, on note " = (f') la dérivée seconde de f.
Plus généralement on note :

f(O) =f, f(l) =f, f(2) =f" et f(n+1) _ (f(n))/

Si la dérivée n-ieme de f, f("), existe, on dit que f est n fois dérivable.

Théoréme (Formule de Leibniz)

(f_g)(") =f(">'g+C,1Lf<n71>'g<1)+'--+05f(”7k)-g(k>+---+f-g<">.

Autrement dit :

(f-g)™ = Cnfn . g®.

k=0
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Fonctions dérivables [ERMBIIGVELTNE

Exemple

Calculons la dérivée n'*™ de la fonction f définie par f(z) = z°€”

Pour tout z € R, on pose U(z) = z° et V(z) = €” donc f(z) = U(z) x V()
On applique la formule de Leibniz :

n

fP(@) =Y U @V (@),

p=0

|
ou:CP =" _
pl(n — p)!

OrVz €R U'(x) =2z et U"(z) =2, donc a partirde p=3,4,5,...,n, 0on a
UP(z) =0 et VP (z) = €.
D'ou :
f™ (@) = AU (2)V ™ (2) + CLUD () V"V (2) + C2UP (2)V "2 (2)

= %" + 2nxe” 4+ n(n — 1)e”
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ENTSEEHENCEITELIEEN 3.2 Théoreme de Rolle

Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b] — R telle que

@ f est continue sur [a, b],

o f est dérivable sur |a, b,
o f(a) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Interprétation géométrique :
il existe au moins un point du graphe de f

ou la tangente est horizontale. fla)=f®) -
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ENTSEEHENCEITELIEEN 3.2 Théoreme de Rolle

Exemple

Soit f : [0,1] — R une fonction numérique définie par :
f(x) = 42 +22° + 22% — 8z

f est continue sur [0, 1], est dérivable sur 0, 1[, et on a f(0) =0 = f(1).
Donc d’aprés le Théoréme de Rolle : 3c €10, 1[ tel que f'(c) =0
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CIEEEREEELIEEN 3.3 Théoréme des accroissements finis (TAF)

Théoréme des accroissements finis

Théoreme 4

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].

Il existe ¢ €]a, b| tel que

f®) = f(a) = f'(c)(b—a)

Interprétation géométrique :
il existe au moins un point du graphe de f B
oll la tangente est paralléle a la droite (AB)

ob A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)).

0% - -
L

Qe
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CIEEEREEELIEEN 3.3 Théoréme des accroissements finis (TAF)

Exemple

Soit f une fonction continue sur [2, 5] et dérivable sur |2, 5[ et telle que
vz €]2,5], 1< f'(z) < 4.

Montrer que 3 < f(5) — f(2) < 12.
Puisque f est continue sur [2, 5] et dérivable sur ]2, 5[, alors 3c €]2, 5[ tel que

F(5) — f(2) = (5—2)f'(c) (d'aprés Théoreme des TAF)

Et comme Vz €]2,5[, 1 < f'(x) <4 alors on a :

1< fl©)<4=1< 7]((5;75(2) <4
=3<f(5) - f(2) <12
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[ITENEREIRN S 3.3 Théoreme des accroissements finis (TAF)

Corollaire (Inégalité des accroissements finis (IAF))

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert.
S'il existe une constante M tel que Vz € I, f'(a:)‘ < M alors

(Ve,y € ), |f(z) = fy)l < Mz —y|

Exemple

Soit f(z) = sin(z), tel que f est dérivable sur R.
Comme f'(z) = cosz alors Vx € R, ‘f’(w)’ <L
L'inégalité des accroissements finis s'écrit alors :

(Vz,y € R), |sinz —siny| < |z —y|.
En particulier si I'on fixe y = 0 alors on obtient

|sinz| < |z|
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Regle de I'Hopital

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables et soit zg € I. On suppose que

O Si f(z0) =g (z0) =0, (Vz € I\ {z0}) ¢'(z) #0 et lim ;E:((i)) existe (fini
ou non), on a
o 70 _ 1)
z—xzo g .’,l?) T—x( gl(l‘)
@ Si lim f(z) = lim g(z) = +oo et lim ;N((g existe (fini ou non), on a
tim L@y L@
z—xzo g m) T—x( g,(I)
©Si lim f(z)= lim “oet tim 2% eiste (fin
lim = limg (z) =0et Jlim 7 (@) existe (fini ou non), on a
lim @ = lim (@)
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Regle de I'Hopital

Exemple
In (x2 @@= 1)
Calculer la limite en 1 de h(z) = ———=
In(x)
La fonction h est définie sur [ = ] _1+\/5, +00 [

On vérifie que :
2z +1

e /() =1u (xz o 1) ,f(1) =0, f est dérivable tel que f'(z) = Pro_1

e g(x) = In(z), g(1) = 0, g est dérivable tel que ¢'(z) = 1

x
—1
e Onal= ] —12_\/5,—1—00[, xo = 1, alors g’ ne s'annule pas sur I\ {zo} .
/ 2
limf(x) = lim x. 2Rl = lim 2 i =3
e=s1 g () =1 224+x—1 2o1224x-1
Donc
z—1 g(z)

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1 20/21



Fonctions dérivables [T RRTIeN]

Remarques

o Si f( ) nest pas une forme indéterminée en g, et si lim M et
9(z) z—zo (@)
@) - e
lim existent, ces deux limites sont en général distinctes.

T—T( g,(iﬂ)
2 22)’

En effet, lim r = 1 mais lim Q = lim 2—x

es12x+1 3 e=1 2z 4+ 1)  2—1 2

@ On peut réappliquer la régle de I'hdpital succéssivement autant de fois que
les hypothéses sont vérifiées.

=1.

Exemple
(1]
. e i 4z° — 2z m 1202 -2 -2 .
e=0 23 — 22 2—0322 -2  o—0 6—2 @ —2
° 2
. T 400 . 2x +o00 . 2
lim — <<—>) = lim — (<—>) = lim — =0.
z—4oco ¥ 400 z—4oco e¥ 400 z—4oco er
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