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Fonctions équivalentes

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xo.

On dit que f est équivalente a g au voisinage de z( s'il existe une fonction h

définie au voisinage de zq telle que f(z) = g(z)h(z) avec lim h(z) =1, et on
T—xTQ

écrit f ~ g.
o

\ J
Remarque

S'il existe un voisinage de xo ou g ne s'annule pas, alors

f~g < lim /(@) =1,
x0 T—H>TQ g(CC’)

Exemples

2

X
Z e —1l~a
B) e T

sinz ~z, In(14+2z)~=z, e’ ~1, tanz ~xz, 1—cosz
0 0 0 0 0

~
0
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(DL ERGITVE EINEC A D IVEIL LIS INEE 4.1 Comparaison des fonctions

© La relation ~ est une relation d'équivalence
e La relation ~ est réflexive f ~ f.
Zo
e La relation ~ est symétrique (f ~ g) = (g ~ f).

e La relation ~ est transitive (f ~ g et g ~ h) :> (f ~ h).
z0

Q Si(f ~g)et lim g(z) =1 anrs hm f(m) =
o T—TQ T—xQ

@ Si (fi ~ q1) etsi (f2 ~ g2) alors (f1f2 ~ g1g2) (compatibilité avec le
x0 0o o

produit).

1
o (f ~ g) et % est définie au voisinage de ¢ alors (1 ~ =)

x0 g
Q Si P(x) =ag + a1z + -+ - + apx” avec an # 0 alors P(z) ~ anz™.
+oo

Q Si P(z) =ao + a1z + -+ a,x" avec a, #0 et

Q(x) =bo + b + - - - + b,x" avec b, # 0 alors % ad %.

@ Silimh(t) =bet (f > g) alors foh ~ goh.
t—a a

Q frg= f*~g%a>0.
x0 x0
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.1 Comparaison des fonctions

Fonctions équivalentes

Exemple

Montrons que
z+ 1+ In(z) > In(z).

En effet,

z+ 1+ In(z) x 1
= 1—1.
In(z) In(z) + In(z) + rf

Toufik CHA Cours Analyse | SMPC S1
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Fonctions négligeables

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de zo (fini ou infini).

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de ¢ s'il existe une fonction ¢
définie au voisinage de z telle que f(z) = g(z)e(x) avec lim e(z) = 0.
T—xTQ

On écrit f = o(g).
z0

- v
Remarque

S'il existe un voisinage de o ot g ne s'annule pas alors

f=o0(9) = (lim @:O>.

x0 T—HTQ g({L’)

Exemples

e Pour tout a € R**,In(z) = o(z®).
“+oo
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.1 Comparaison des fonctions

Fonctions négligeables

e Pour tout a € R*t, 2* = o(e”).
e Pour tout o € R*" et pour tout 8 € R*T, (In(z))” = o(z?),
(car lim ln((z:) =0et lim % = O) .
z—4oo T T—+00 €
@ On aln(l + 2x) = o(zIn(z)). En effet In(1 + 22) 2z 2 —0

z1n(x) o z1n(x) o In(z) o

Proposition 2

* (f = o(g) et g - o(h)) = f = o(h).

* (fx=00(g) etg;;h)=>f§)0(h)-

* (f;)g)=f—gm=00(g)-

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1 7/40



Fonctions équivalentes & Développements limités [EEVAZIITIECR LI FIYITS

Formule de Taylor-Lagrange

Si une fonction f est définie et continue sur [a,b], ainsi que ses n — 1 premiéres
dérivées, et si elle admet dans I'intervalle ]a, b[ une dérivée d’ordre n, alors il existe
une valeur ¢ €]a, b] pour laquelle

10 = 1@+ CT @ 44 EZ o 0@ 4 Lo oo

n!
(1)

Cette formule est appelée formule de Taylor d'ordre n — 1. Le dernier terme est
appelé reste ou reste de Lagrange.

Preuve : Considérons la fonction g définie sur [a, ] par :

(@) = 0) = 1) = (b= 2)f (&) =+ = Co Do pr D) - L2

ot M est une constante telle que g(a) = 0. Puisque f("fl) est définie et continue, alors
g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. De plus g(a) = g(b) = 0, donc on peut
appliquer le théoréme de Rolle a g : il existe ¢ €]a, b[ tel que g'(c) = 0. On a :
b—$)n71 (b—l’)n71
/ - —(b— 17 7(7 (n)/, . Y= M.
§(@) = ~b=a)" @)+ = D @ +
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Fonctions équivalentes & Développements limités [ERSTTITEER:ERF g

Apres simplifications, on trouve :

_ 7(1’( ;f):): [M = £ ()] .

Or; ¢'(c) = 0 donc M = f™(c). En outre, g(a) = 0 d’ol le résultat. C.Q.F.D.

Remarque

o L'égalité (1) peut encore s'écrire avec h=b—a

hnfl e R -
(/70 (@) + = 1™ (a + 0h),

f(h+0) =F(@)+ i @)+ + Ty

avec 0 < 0 < 1.

@ Rappel : n! =1 x2x 3 x---xn avec n un nombre entier.

\. J

Corollaire (Valeur approchée)

Si en plus la fonction |f<”)} est majorée sur I par un réel M, alors pour tout
a,z €1,ona:

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1 9/40




Fonctions équivalentes & Développements limités [P ZNTRIRIN, P Y

Exemple (Approximation de sin(0,01))

Soit f(z) = sinz. Alors

f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, fO(z) = —cosz, ¥ (z) =sinz.

On obtient donc f(0) = 0, f/(0) = 1, f/(0) = 0, f®(0) = —1.

La formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en a = 0 a 'ordre 3 devient :

2

fz)=0+1-2+0- 5_17 f<4)()4',
c’est-a-dire y
_ (4)
f@=a-T 4 [0

pour un certain ¢ entre 0 et x.
Appliquons ceci pour x = 0,01. Le reste étant petit, on trouve alors
0,01)3
sin(0,01) =~ 0,01 — % =0,00999983333 . ..
On peut méme savoir quelle est la précision de cette approximation :
Comme f () = sinz alors |f(4)(c)| < 1. Donc

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1
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Fonctions équivalentes & Développements limités [EEVAZIITIECR LI FIYITS

Pour x = 0,01, cela donne :

. (0,01)° (0,01)*
sin(0, 01) (0, 01 5 2
(0,01)* —10 o . .
Comme 94 ~ 4,16 - 10 alors notre approximation donne au moins 8 chiffres

exacts apres la virgule.

Remarque

Le nombre c est souvent désigné par a + 6(b — a) avec 0 < 6 < 1. Comme
conséquence immédiat du théoréme ci-dessus on a la formule de Taylor Mac-
Laurin :

Formule de Taylor-Mac-Laurin

Soit f une fonction définie et continue sur [0, x], ainsi que ses n — 1 premiéres
dérivées. On suppose que f(") existe sur ]0, z[. Alors il existe 6 €]0, 1] tel que :

@) = FO) + EFO) 4+ o F () 4 E ) (g, 0< 6 < 1
7= 1 (n—1)! nl U '
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.2 Formules de Taylor

Preuve : On applique le théoréme ci dessus avec a =0 et b = z.

Remarque

Sionprend b=a+h (h <0 ou h >0), on aura :

Fla+h) = f(a) +hf(a) + e+ e S F @)+ £ (0 o),

(n—1

Exemple

a3

Soit f(x) = €, pour tout n € N, f™(z) = €.
Donc pour tout z € R on a:

2 xn—l n

aw x T
€ =ltatrtot o+

Ox
0<f6<1
(n—1)! e 0 Sos
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Fonctions équivalentes & Développements limités [P ZNTRIRIN, P Y

Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction définie et continue sur un voisinage I de x¢, ainsi que ses n
premiéres dérivées. Alors pour tout x € I on a :

F(&) = £ a0) + E=Tf (zg) 4 - 4 L2 400 (a0) 1 2 — )" ()

ol € une fonction définie sur I telle que lim e(z) = 0. : ! :
T—xQ -

Preuve : Appliquons la formule de Taylor d'ordre n a la fonction f sur [zo,z] (on
suppose zo < ). Alors, il existe ¢, €] o, x|, tel que

n—1 )

flay = 3 E ) g 4 ()

p=0 p

= 30 L0 () + (0 0)" (o)

n f(n) (Cz)

£ (ex) = £ (20)

n!

avec : cg =xo+ 0 (r —20),0< 0 <1lete(z)=

On a bien : lim e(z) =0 car lim £ (cp) = f™ (o) C.Q.F.D.
T—TQ

T—xQ

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1 13 /40



hp
Crayon


Fonctions équivalentes & Développements limités 4.2 Formules de Taylor

Remarque

Si on pose o = 0 dans la formule de Taylor-Young on obtient la formule de Mac-
Laurin-Young.

Exemple

® _q IZ " n
e’ = +x+§+--~+m+x e(x)

Cours Analyse | SMPC S1 14 /40



Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Développement limité d'ordre 1

Proposition 2
Une fonction f : I — R est dérivable en a si et seulement s'il existe & € R et une

fonction ¢ définie dans un intervalle J ouvert contenant 0, vérifiant }llimo e(h) =0
—
tels que
Vh € J, f(a+ h) = f(a) + ah + he(h).

Dans ce cas, on a a = f'(a) et on dit que f admet un développement limité
(DL) d’ordre 1 en a.

—

Preuve : Soit a € I,

f est dérivable en ¢ <= lim f@) = f(a) = f'(a) < +o0
r—a r—a
= }lbimo f(h—i—+—f(a) = f’(a) (en posant le changement de variable h = z — a)
—

<= elle existe une fonction & vérifiant lim £(h) = 0 tel que
h—0

f(h+a) = f(a)
h

= f'(a)+e(h) < f(a+h)= f(a) + ah+ he(h).
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[N LERGITVE EINECR A D IAVEILLEIENISH INEE 4.3 Développements limités

Remarque

Par un changement de variable, si f est dérivable en a alors, il existe une fonction

e vérifiant lim e(z) = 0 tel que
T—xQ

1(@) = £(a) + £ (@)(x — a) + (& — a)e(a).

Exemples

@ Calculons le D.L d'ordre 1 de la fonction f définie par, f(z) = cos(z) au point g

. o LT . o
La fonction f est dérivable au point 5 donc pour tout x au voisinage de 5 il existe

une fonction € vérifiant lim e(x) = 0.
z—Z

cos(z) :cos(g) + cos’ (g) (m — g) + (x — g) e(x)

(-3 D)o

@ Le D.L d'ordre 1 de la fonction f au point 0. La fonction f est dérivable au point 0,
donc pour tout = au voisinage de 0, il existe une fonction € vérifiant lin}) e(z) =0.
T—>
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Développement limité d'ordre 1

cos(z) = cos(0) + cos’(0)(z — 0) + (= — 0)e(z)
=1+ ze(x).
Exemple
La fonction f définie par, f(z) = In(1 + z) est dérivable en 0. Le développement limité
d’'ordre 1 de la fonction f en O est donné par :
In(1 + 2) = In(1 4 0) + In'(1 + 0)(z — 0) + (z — 0)e(x),

avec lim e(z) = 0.

z—0
c-a-d

In(1+ z) = = + ze(z).
Cours Analyse | SMPC S1 17 / 40



4.3 Développements limités

Développement limité d’ordre n

Soient I un intervalle et f : I — R une application. Soit 2o un élément de I ou
une extrémité de I (exemple : si I =]a, b alors xo peut étre dans [a, b]). Soit n
un entier naturel.

On dit que f admet un développement limité a I'ordre n en xq, en abrégé DL, (o),
s'il existe des réels ao, . . ., a, et une fonction € : I — R, tels que pour tout z € I :

f@)=ao+ai(x —x0)+ -+ an(x —x0)" + (x — x0)"e(z), avec lim e(z) =0.
T—xTQ
Ou
f@)=ao+ai(zr—z0)+  +an(xr—20)" +0((x —20)").
Dans ce cas le polynéme P(z) = ap + a1(z — o) + -+ + an(z — o)™ est appelé
la partie réguliére du développement limité et (z — x)"c(x) est appelé le terme
complémentaire ou le reste, on le note o((z — z0)").

——mEmsE G Pelyza e 51 N0



Fonctions équivalentes & Développements limités [NV NPt T

Exemple
Soit z € R\{1}, comme 1 —z" ™' = (1 —z)(1+x+---+a"), on a

1— g™t 1—2)(1 ™ n
1icx = ==k Jlrf;r L
d'ou
1 xn+1
—— =Lm-eoodrm -
1—=x 11—z
=1+:E+~~~+£E"+:cni
11—z

admet un

Ici e(z) = —%  Ona lim e(xz) = 0, alors la fonction z —
l=g z—0 1

développement limité d'ordre n au point 0.
On ne cherche généralement pas a déterminer la fonction ().

Théoréme 1

Si f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors ce
développement limité est unique.

Toufik CHA Cours Analyse | SMPC S1 19 /40



[N LERGITVE EINECR A D IAVEILLEIENISH INEE 4.3 Développements limités

Théoréme 2

Si f est défine et continue sur un voisinage de 0, ainsi que ses n premieres dérivées,
alors f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0 donné par :

/ " (n)

Preuve : |l suffit d’appliquer la formule de Mac-Laurin-Young.

Remarque

La formule de Mac-Laurin-Young exige I'existence de f(">(0), alors que le
développement limité peut exister sans que f soit dérivable en 0. En effet,
considérons la fonction :

f(m)=2+x+:v2+x31n\m|.

On voit bien que f n’est pas définie au point 0, donc elle n'est pas dérivable en ce

point. Par contre :
f(@) =24z +2° + z%e(x),

ol e(z) = zln|z| et lin%) e(x) = 0. Donc f admet un développement limité d’ordre
T—

T e e co Cours Analyse | SMPC 51 2040




Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Soit f une fonction admettant un développement limité d’'ordre n au voisinage de
0.
o Si f est paire, son développement limité ne contient que des mondmes de
degrés pairs.
o Si f est impaire, son développement limité ne contient que des monémes de
degrés impairs.
—_—
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Développements limités usuels

En utilisant la formule de Mac-Laurin-Young, on obtient les développements limités des

fonctions usuelles au voisinage de 0O :

2 n
T _ T oy g
e —l—l—m—i—?—i— +n!+m e(x)

e Ina In a)? Ina)” . .
(1+$)a:1+am+...+a(a ) nl(a n+ )mn—l-a:ns(m)
1 n
—— =1l+az+2”+ - +a" +a2"(a)
1—x
1
:1—x+x2+...+(_1)nxn+xn€(m)
14z
2 n
ln(l—l—x):x—%+...+(_1)n71%+$ns(aj)
2 4 2n
= z z _ n L 2n
cosm—l—?+ﬁ+...+( ) (2n)!+x e(z)
3 5 2n+1
i = £ x— — 1}7 2n+1
A T T 7oy A
Gem Aelhze | SPTE
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4.3 Développements limités

Fonctions équivalentes & Développements limités

Opérations sur les développements limités

Soient f et g ayant des développements limités d'ordre n au voisinage de 0
(@) = a0+ a1z 4 azz® 4+ - - + anz”™ + x"e1(x) = P(x) + z"e1 ()

9(@) = bo + bz + baz® + - + buz” + 2"e2(x) = Q(a) + " ea(2)

o Somme : La somme f + g admet un développement limité d'ordre n au

voisinage de 0 donné par :
f(@) +g9(x) = (a0 + bo) + (a1 +b1) z + -+ + (an + bn) 2" + 2" (e1(z) + 2(2))
= P(z) + Q(z) + z"¢(x).

@ Produit : On a :

e(x)

f(@)g(z) = P(2)Q(z) + 2" [P(z)e2(z) + Q(x)e1(x) + 2" e (z)ea()].

Donc le produit fg possede un développement limité d'ordre n au voisinage
de 0 obtenu en supprimant les monémes du polynéme P(z)Q(z) de

degré> n.

SMPC S1 23/40
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4.3 Développements limités

Fonctions équivalentes & Développements limités

Exemple
@ Déterminons le développement limité a I'ord@u voisinage de 0 de
_In(z4+1) _
h(z) = P

1
=——. Ona:

Posons : f(z) = In(xz + 1) et g(x) T2
4 z? oz ]

In(1 =r— —+ — g
n(l+z)==x 2—1—3 z°e(x) et T2
3
Donc : ( ) ) 5 w" E
ln $+1 o X bx 3 - r‘/
- =@ 5 4F 5 + z°e(z).
@ Déterminons le développement limité a I'ordre 4 au voisinage de 0 de
f(@) = [In(z + 1)])*
z 22 3
Ona:ln(l+z)=2z|1-—>4+ = —— +z°¢(x)|. Donc
2 3 4
2 3 %
2 _ .2 ., r T 3 _ .2 _ .3 E 4 4
In(z+1)]" == [1 5 T 3 T e(m)] =z -+ ot ()
SMPC S1
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Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Opérations sur les développements limités

Quotient : La partie réguliére du développement limité d'ordre n de f/g s'obtient en
divisant suivant les puissances croissantes la partie réguliere du développement limité de
f par celle de g jusqu'a I'ordre n.

Propriété 2

Soient f et g des fonctions ayant pour développement limité a I'ordre n au point
0
f(z) = A(z) + z"e(z) et g(z) = B(z) + 2"<(x).

~

Si le nombre g(0) # B(0) est non nul, le développement limité de = a l'ordre n

Q

au point 0 est

19 _ @) +o"e()

ol @ est le quotient a I'ordre n de la division de A par B selon les puissances

croissantes.
| S—
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4.3 Développements limités

Fonctions équivalentes & Développements limités

Exemples
1. Déterminons le développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 0 de
In(z + 1)
h(x) = ————=
(@) = ——

Utilisons cette fois-ci la division suivant les puissances croissantes.

x—§+§ 1—=z %.
T—m+x2 . , (5 ,Q\x

T+ 54 ‘ Qﬁ
W4

|
o,

_|_
|,

\->

SMPC S1 26 /40
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[N LERGITVE EINECR A D IAVEILLEIENISH INEE 4.3 Développements limités

2. Déterminons le développement limité a I'ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction :

sin x

tan(x) = -

Au voisinage de 0, les développements limités de sin(z) et de cos(z) a I'ordre 5

s'écrivent :
. 1 3 1 5 5 1o 1 4 5
sine =x— -2+ —x" +z'e(x) et cosx=1—=z"+ —a +zc(z
6 120 () 2 24 (@)
La division suivant les puissances croissantes nous donne
; 1.3 1.5 1.2 1. .4
T —51° + 52 1—352° + 5

5

. 1.3, 2 ..
T+ 27 + 5

1 2
tanz = = + gxs + Exf’ + 2e(x)

Cours Analyse | SMPC S1 27 /40




Fonctions équivalentes & Développements limités 4.3 Développements limités

Propriété (Composée)

Si f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de ¢(0), et g admet
un développement limité au voisinage de 0, alors la fonction composée

fog(z) = f(g(z)) admet un DL d’ordre n au voisinage de 0, obtenu en remplagant
le DL de g dans celui de f et en ne gardant que les monémes de degré < mn.

—

En pratique
Si je veux calculer le DL de f(g(z)) en 0, je calcule le DL de f en g(0) et je trouve
un DL de la forme

f(@) = a0+ ai(x —g(0)) + - - + an(z — g(0))" + o((z — g(0))").

Ensuite je remplace le DL de g dans celui de f et je ne garde que les mondmes de
de degré < n (Dans les calculs le terme ¢(0) disparait).

Toufik CHAAYRA Cours Analyse | SMPC S1
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[N LERGITVE EINECR A D IAVEILLEIENISH INEE 4.3 Développements limités

Exemple

Calculer le développement limité, a I'ordre 3 au voisinage de 0, de

h(z) =+/1+In(1 + ).

On a: h(z) = (fog)(x) avec f(z) =1+ =z, g(z) =In(l + z) et g(0) = 0.

On sait que
2 3
In(l+z)=z-— % + % + 2°e(x)
Vi+z= (1+x)% = 1+%x7 éx2+1—6x3+x35(az) ol av = -
Par suite
h(z) =1+ 1In(1+x)
1 1 1
=1+ 5[9(2)] - Flo(@)])* + = [9(2)) + [9(2)]’e(2)
2 8 16
_1_|_1 1.724_1;3 _1 x—ﬁ2+£3+173€(35)
R RN 2 16
= 1+%mf %x2+i—;x3+x3s(m). ]
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Remarque

Si on effectue le changement de variable u = x — xo, dans la définition de D.L au
voisinage xo, c-a-d

f@)=ao+ai(z—z0)+ -+ an(z —20)" + (x — x0)"e(2),

ou
f(@) = a0+ ai(z —xo) + -+ an(z — 20)" + o ((z — 20)"),

on obtient
f(@) = f (u+z0) = a0 + ar1u + azu® + - -+ + anu” + o (u"),

donc le développement limité de f au voisinage de x se raméne au développement
limité de g(u) = f (u+ zo) au voisinage de 0.

Cours Analyse | SMPC 51 30/40



[N LERGITVE EINECR A D IAVEILLEIENISH INEE 4.3 Développements limités

Exemple

Calculer le DL de e®*(*) 3 I'ordre 3 en 0.
Comme cos(0) = 1, on calcule le DLz de f(X) =€ en 1. On pose h = X — 1 et
g(h) = f(h+1) = f(X), on obtient

1
gh) =" =ee =¢ 1+h+%h2+6h3+0(h3)],

donc le développement limité de X au voisinage de 1 est :

JX) =X = eI+ (X =D+ 5(X - 1P+ (X =1 +o (X -1Y)] . ()

2
Ensuite on remplace le DL en 0 a I'ordre 3 de cos(z), cos(z) =1 — % + o(z®), dans X

de I'équation (2), en ne gardant que les monémes de degré < 3. On a

z? 2 z?2 3
:» (1-22 -1 1-2 1 . 3
cos(z) qz 2 2 az
€ =€ 1—?"— + +o0 1—?_1 )

2 6

alors

e — ¢ — gazz +o(z?)
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Développement limité en zo # 0

Exemple
On cherche le développement limité d’'ordre 3 au voisinage de g de la fonction
f:z — sin(x).
On pose y == — g et on considere la fonction g définie par
T . T
9(y) —f(y+§> = sin (y+ 3) .

Le développement limité d'ordre 3 de la fonction g au voisinage de 0, en utilisant la
formule de Mac-Laurin-Young, est

g(y) = sin (y+ 7 ) = sin(y) cos(3) + cos(y) sin(3)

N| =

DN | =

V3
2
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Développement limité en zo # 0

£ . . . T
d’'ou le développement limité d'ordre 3 de la fonction sin au voisinage de 3 est

=P o5 (- 9) P -5 - m -5 (- 5))
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Développement limité en +o00

Si f est définie sur un intervalle de la forme [a, +00o[ (ou bien de la forme | — oo, a]), on

N - 1 .. . .
se raméne au voisinage de 0 en posant u = —. Ainsi, on dira que f admet un
x

. 1
développement limité d'ordre n au voisinage de I'infini si la fonction g(u) = f (f)
u

admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0. Dans ce cas le
développement limité d'ordre n au voisinage de co est donné par

n 1 1
f(x):ao+ﬂ+"'+a7+78<*)7
T T T T

1 o
€ <7) tendant vers 0 quand x tend vers l'infinie.
x
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Développement limité en +o00

Exemples

1. Calculer le développement limité d'ordre 3 au voisinage de co de

1 1
On pose u = — et g(u) = f (7) on se raméne alors au calcul du développement
T u

limité de g(u) au voisinage de 0 . On a

1
g(u) = mzl—i—u—l—uQ—i—us—l—ugs(u).

Par suite donc le développement limité de f(x) au voisinage de co est

1 1 1 1 1
f@=1+ 24z + 5+ (5)
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2 1
2. On calcule le développement limité a I'ordre 2 de la fonction f :— z exp < i )

P2
au voisinage de +o0.

1 2
On pose u = —. On a, exp( 35—2&— ) — 2 Eton a
x x

2\2 4
w:1+2u+u2+2u2+2u3+%+0(u4).

p2utu? _ 14+ (2u—|—u2) n

2u+u2

Alors le développement limité a |'ordre 2 de e au voisinage de 0 est :

21 — 1 4 2u 4 3u® + o(u?).

Par la suite,

Et alors,

f(x):2+x+%+o<£>,

Puisque lim f(z) — (2+x) =0, alors la droite d'équation y = = + 2 est une
xr—+o00

asymptote oblique de (Cy) au voisinage de +oo.
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Calcule des limites

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, f(z) = P,(z) + o(z™),
alors HH}J f(z) = Pa(0).
z—

Exemples

1. On calcule lim (m — g) tan(x). On pose le changement de variable X =z — g
z—>%
on a alors

v ™
li -z = lim Xtan (X + =) = lim ———
(o= 5 ) tan(o) = Jim Xtan (X + 5) = i ooy

Le développement limitée d’ordre 3 de tan(X) en O est :

X3 g
tan(X) = X + 5 +0(X ) alors

. T . X . X
lim (x — 5) tan(z) = )l(lmo fan(X) = )l(lmo %3
z—Z n
X—0
i +O(X2)
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2. Calculons la limite, quand z tend vers 0 , de f(z) = SmETE
22 (e* — 1)
3
On asinz =z — % + 2%e(x), € =1+x+ ze(z).
Donc f(z) ;x3 ar suite lim f(z) = 1
o 623’ P 20 6
1 1
3. Calculons la limite, quand z tend vers 0, de f(z) = —— — —.On a

0 (z sin z)?
1'4
Lzl
ozt 3
donc lim f(z) = 1
z—0 a 3
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4. Calculons, si elle existe, la limite quand x tend vers +oco de

1
(1 +x2) 5 _ 23
== T
(1+2x)5 —z3

En utilisant la formule (1 + u)® = 1 + au + ue(u) avec lir% e(u)=0,0na:
uU—

Ot 1\3 1 1 1 1
(1”2)6“—“63((”952)61>—“(”w+ﬂfl<xz)l)
_ 53 (LJFLE (i))
- 622 22t \ g2

ou lim &g (%) = lim &5 (l =0.
T

T —+00
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On en déduit :

(ra)i-ot  od (it da(d)  ira(d)
Q+)f-at " od (F+le(l)  Fte()
. . . 1
Ce qui montre que la limite existe et vaut 3
V.
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