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Logarithme

Exponentielle

In : ]0, +oo[— R

exp : R —]0,4o00]

In est une fonction continue et
strictement croissante sur ]0, +oo[.

exp est une fonction continue et
strictement croissante sur R. En plus,
exp est la bijection réciproque de In.

lim In(z) = —oco, lim In(z) =400 lim " =0, lim e =400
rx—0t x—+o00 T——00 x—+00
In(a.b) = In(a) + In(b) b _ et el e = (")

e = L

ea

e’ __ _a—b

E =e

e~ 2,718..

Ve eR; (") =€, e’ =1

T

. . e

lim ze®* =0 lim — = +oo0,

T—r—00 x—+oo T
x

et —1

lim =1
x—0 xT
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Rappel

o L'application f: E — F est dite bijective si
MyeF)3QzekE): fz)=y.

o Si f est bijective alors (f(x) =y<=z= fﬁl(y))
ot f~! est I'application réciproque de f.
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Fonction Arc cosinus

Soit f la restriction de la fonction cosinus sur l'intervalle [0, 7]
f:[0,7] — [-1,1]
x — f(x) = cosx

La fonction f (i.e., cosinus) est continue et strictement décroissante sur [0, 7] donc
bijective.

- . o . fi[O,ﬂ'] ? [_171] .
La bijection réciproque de la fonction est la fonction
T +—> COST

réciproque appelée Arc cosinus, notée arccos, définie par :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

T —— arccos T

T = cosy

yzarccosx(z){ O<y<n
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arccos ™
>

ol

-1 0 1

Proposition 1

Q Vz € [-1,1]; 0 < arccosz < 7.

@ La fonction arccos est continue, strictement décroissante, dérivable sur
] — 1,1[ de dérivée

—1
VI—22

© La fonction arccos n'est ni paire ni impaire et vérifie

(arccos)’(z) =

arccos(—z) = m — arccos .

\—
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Fonction Arc sinus

. . . . .- ™
Soit f la restriction de la fonction sinus sur l'intervalle [—5, —]

2
NERI

x+— f(x) =sinx

. La fonction f (i.e., sinus) est continue et strictement

croissante sur [— } donc bijective.

272
T
l-=,=| — [-1,1
23] -
T —> sinx
réciproque appelée Arc sinus, notée arcsin, définie par :

La bijection réciproque de la fonction est la fonction

arcsin : [—1,1] — [—W ﬂ-]

272
T — arcsinx

ny
™
SYs3
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arcsin x

Q vz € [-1,1]; —g < arcsinz <

1P

@ La fonction arcsin est continue, strictement croissante, impaire dérivable sur
] — 1,1[ de dérivée
1

(arcsin)’(z) = Wi

—
Exemple : Voir exercice 7 de TD3.
~ Toufik CHAAYRA | Cours Analyse | SMPC S1 8/30



Fonction Arc tangente

. . . . ™
Soit f la restriction de la fonction tangente sur l'intervalle } 3 E[ par

BRI

x+— f(z) =tanzx

. La fonction f (i.e., tangente) est continue et strictement
. T I
croissante sur } 33 [ donc bijective.
Définition 3

T
o eI |
La bijection réciproque de la fonction 2°2 est la fonction
r — tanzx
réciproque appelée Arc tangente, notée arctan, définie par :

T
tan : R -, =
arctan —)} 2,2[

xr — arctanx

y = arctanr <= ™ ™
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5.2 Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arc tangente

Q Vx e R; —g < arctanzx < g

@ La fonction arctan est continue, strictement croissante, impaire dérivable

sur R de dérivée »

I
(arctan)’(z) = T
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5.2 Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arc cotangente

Soit f la restriction de la fonction cotangente sur l'intervalle ]0, 7|
f:]0,7[ —R
z — f(x) = cotan x

La fonction f (i.e., cotangente) est continue et strictement décroissante sur ]0, 7r[ donc
bijective.

La bijection réciproque de la fonction

f:]0,7[—R
T — cotan T
est la fonction réciproque appelée Arc cotangente, notée arccotan, définie par :
arccotan : R — 10, 7|

T — arccotan x

x = cotan y

= t —
Yy = arccotan x {O<y<7r
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5.2 Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arc cotangente

Q Vz € R; 0 < arccotan = < .

@ La fonction arccotan est continue, strictement décroissante, dérivable sur

R de dérivée 1

T 142
@ La fonction arccotan n’est ni paire ni impaire.

(arccotan)’(z)
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boli i F rboli réciproques

5.3 Fonctions hyp hyp

Fonctions hyperboliques

@ On appelle cosinus hyperbolique de z la quantité noté cosh x tel que :

e +e”

hx =
coshx D)

@ On définit le sinus hyperbolique de x, noté sinh = par :
sinhz =

@ On définit la tangente hyperbolique de z, notée tanh x par :

sinhz e —1
coshx e 4+1°

tanhz =

SMPC S1
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Fonctions hyperboliques

T

coshz +sinhz =e

=3

. = cosh® z — sinh®z = 1.
coshx —sinhz =e

® Dginhh = Deosh = R, sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, (coshz)’ = sinh ,
(sinh z)" = cosh .

. . . . . sinh z
e lim sinhz = —o0o0, lim sinhz = 400, lim = +00.
T—>—00 x—+00 x—+o00 T
. ] ) cosh z
e lim coshx = +oo, lim coshz = +oco, lim = +o00.

= =0E3) z—-t oo x—+400 T

1
® Dianh = R, tanh(0) =0, (tanhz) = ———.
cosh” x
. . . tanhz
e lim tanhz = —1, lim tanhz =1, lim =1
z——0c0 z—+o00 z—=0 T
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Fonctions hyperboliques

Proposition 5

o La fonction cosh est une fonction définie, paire, continue, dérivable sur R et
strictement croissante sur R*.

@ La fonction sinh est une fonction définie, impaire, dérivable et strictement
croissante sur R.

@ La fonction tanh est une fonction définie, impaire, dérivable et strictement
croissante sur R.

EE—
Y Y Y
1
0 x 4 x
1
0 T ]
y = chx y = shx y = tha
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5.3 Fo . h boli i hyperboli réciproques

Argument cosinus hyperbolique (argcosh)

Définition 6
La bijection réciproque de la fonction

cosh : [0, +oo[ — [1, +o00]
x — coshx

est la fonction réciproque appelée Argument cosinus hyperbolique, notée argcosh,
définie par :
argcosh : [1, +oo[ — [0, +00[

x — argcosh x

y = argcosh = x = coshy
{le {yZO
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Argument cosinus hyperbolique (argcosh)

Proposition 6

Q Vz € [1,+oc[; argecosh(z) > 0.

@ La fonction argcosh est continue, strictement croissante, dérivable sur
]1, +o00[ de dérivée

argcosh)’(z) = —.
(argeosh)'(z) = ———

argcosh = In (x—l— x2 — 1) siz > 1.

y

0 1 z

y = argchx
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Argument cosinus hyperbolique (argcosh)

Pour z > 1, posons y = argcosh(z), donc
x =coshy et sinhy =+/22 —1 (car sinhy >0siy>0).
De plus on a : €Y = coshy + sinhy = = + /22 — 1, donc

argcosh(z) = In (x + Va2 — 1) si z>1
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5.3 Fo . hyperboli i hyperboli réciproques

Argument sinus hyperbolique (argsinh)

La bijection réciproque de la fonction

sinh: R — R

x — sinh

est la fonction réciproque appelée Argument sinus hyperbolique, notée argsinh,
définie par :
argsinh : R — R

x —> argsinh =

y = argsinh = x = sinhy
zeR yeR
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8 [ Ol 2T fons hyperboliques réciproques
Argument sinus hyperbolique (argsinh)

© La fonction argsinh est continue, strictement croissante, dérivable sur R de
dérivée |
argsinh)(z) = —.
(argsinh) (@) = ——r—
Q
argsinh z = In (a: + 2?2+ 1) siz € R.
—_—

/

y = argshx
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5.3 Fonctions hyperboliques-Fonctions hyperboliques réciproques
Argument sinus hyperbolique (argsinh)

Pour z € R, posons y = argsinh(z), on a donc
x =sinhy et coshy = /22 +1 (car coshy > 0).
De plus on a : €¥ = sinhy + coshy =z + /22 + 1, donc

argsinh(z) = In (m +Vx?+ 1) si xeR
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Argument tangente hyperbolique (argtanh)

La bijection réciproque de la fonction

argtanh, définie par :

y = argtanh =
xz €] —1,1]

5.3 F

argtanh :] — 1,1] — R

tanh : R —] — 1,1]

x — tanh x

x — argtanh x

=

x = tanhy
yeR

réciproques

est la fonction réciproque appelée Argument tangente hyperbolique, notée

Cours Analyse |

SMPC S1
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8 [ Ol 2T fons hyperboliques réciproques
Argument tangente hyperbolique (argtanh)

© La fonction argtanh est continue, strictement croissante, dérivable sur
] — 1,1[ de dérivée
1
argtanh)’(z) = ——.
(argtanh)'(z) = ——
(2]
1 1
argtanh z = = In (ﬁ) si |z| < 1.
2 1—x
| —
Y
-1 0 1|
y = argthx

Toufik CHA Cours Analyse | SMPC S1 24 /30



5.3 Fonctions hyperboliques-Fonctions hyperboliques réciproques
Argument tangente hyperbolique (argtanh)

Soit €] — 1,1[, on a:

2y
. eV -1 2y 14w 71 (1+:c>
y—argtanh(m)<:>x—62y+l<:>e —17x<:>y—2ln -
On en déduit que
1
argtanh(x) = %ln (1 +m) si |z < 1.
—x
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Fonctions monotones

P i i hyperboliques réciproques

Argument tangente hyperbolique (argtanh)

Propriété 2

Les fonctions réciproques hyperboliques vérifient les propriétés suivantes

o lim argcosh(z) = +oo0.
x—~00

o lim argsinh(z) = +oco, lim argsinh(z) = —oo.
z—>+o00 T—>—00

o lim argtanh(z) = +oo.
z—>1—

—
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Fonctions convexes

Une fonction f définie sur un intervalle | est dite Convexe si pour tous zo,x1 € [
et A € [0,1],

F(Azo+ (1= ANz1) < Af (zo) + (1= A)f (1)
Concave si pour tous xo,z1 € I et A € [0, 1],
f Qo+ (1= Nz1) > Af (o) + (1 = A) f (1)

Si les inégalités < ( resp . >) sont strictes on dit que fest strictement convexe
(resp. strictement concave).
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Fonctions convexes

Interprétation géométrique

Posons :

z(A) = Azo + (1 = N1 et y(A) = Af (o) + (1= N f (z1) .
Quand X décrit I'intervalle [0, 1], z(\) et y(\) décrivent respectivement les intervalles
[xo,x1] et [f (x0), f (z1)]. Soient Mo (zo, f (x0)) et M1 (z1, f (z1)) deux points de C5.
On dit que f est convexe si I'arc MoM; du graphe reste au-dessous de la corde MoM;
pour tous xo et x1 dans I, voir Figure 1.

30
)
il

Figure 1 — Fonction convexe
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Fonctions convexes

Interprétation géométrique

On dit que f est concave si I'arc MyM; du graphe reste au-dessus de la corde MoM;
pour tous zo et x1 dans I, voir Figure 2.

TICIEY) ) M—

Y(A) |7+

1
1
L
1

1

1

1

1

1
1

L

iy :E(A) I

Figure 2 — Fonction concave
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Fonctions convexes

Propriété 3

Si f est une fonction continue deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors
o f est concave sur | si et seulement si f”(2) < 0 pour tout = € I.

o f est convexe sur | si et seulement si f(x) > 0 pour tout = € I.

Exemple
Voir exercice 6 de TD3. J
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