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Série N° 1 : Circuits électriques en régime non-stationnaire

Exercice 1. Décharge d’'un condensateur.

Un condensateur de capadiié 40uF a une charge initiaf@ = 50 uC. On laisse ce condensateur se
décharger a travers un conducteur ohmique deaéseR = 8 kQ.

1. Etablir 'équation donnant la loi de variation dedharge du condensateur en fonction du
temps.

2. Deéterminer 'intensité du courant et la charge dodensateur a I'instant t = 10 ms.

Déterminer la puissance électrique dissipée daosriducteur ohmique a l'instant t = 10 ms.

w

4. Calculer la durée nécessaire pour que I'énergizkétodans le condensateur atteigne 10% de

sa valeur initiale.

Corrigé:
A J
A 4 A
)
1 4q R
U -9 UR
Figure 1
1) Latension aux bornes du condensateur egt= %
. - . dq ,, dq .
La tension aux bornes de la résistance est (LohmiO ug = Ri = —Rd—ctl i= —d—‘t’, i sort de

I'armature+q, voir votre polycopié du couys
La loi des mailles s’écritug = uc
On trouve une équation différentielle linéaireldUordre & coefficients constants et saf§ membre:
Tirl=0(
L’équation (1) est de solution générale :
q(t) = Ae™
On remplace la solution généraleql@) dans I'équation différentielle, on trouve :

ot L B at
A.a.e +Rc.e =0

A<a+i>e“t=0
RC




Puisqued est différent de zéro, ona + % = 0 ce qui donnea = —%.
Pour déterminer la constameon utilise la condition initialeq(t = 0) = Q.
La solution générale a l'instant= 0 est :q(t = 0) = A.e® = Qd’ou A = Q.

1
Finalement, on trouve la solution généraq(t) = Q.e re"

L’équation (1) peut également se résoudre direatéme

dq aq _

dt RC
dg dt
q RC

qu B f dt
q RC
JQ(t) dq t dt
qt=0)=q 4 B =0 RC

-— dt

J‘q(t) dq 1 t
qt=0)=q 4 ~ RC t=0

1
In(a(®) - (IN(Q) = = (t—0)

q)) 1
In <T> = _ﬁt
Q

O = Qe

2)

e Lacharge du condensateur a I'instast 10 ms :
10.1073

A.N.: q(t=10ms) = 50.107% e 810340106 = 48,4 uC
+ L’intensité du courant a l'instat= 10 ms :

dg Q =
= —— = —@eRC
dt RC
50.10-6 ( -10.1073 )
> AN: i(t=10ms) = o — —esifws =15 10%A.

3) La puissance dissipée par effet Joule :
p(t) = u(®).i(t) = R.i%(t)
—» A.N: p(t=10ms) = 8.103.(1,5.1079)2 =1,8.10*W
4) L’énergie stockée dans le condensateur est :

]



2

2
Eo=d _Q ayre
¢72c 2c

La durée nécessaire pour que I'énergie stockéeldamdensateur atteign@% :

2
Ec(t=0)= g_c > 100%

2
Ec(t) = Q—e-z-"-/RC - 10% deEq(t=0)

2C
2 2
g—ce—z-t/"f = 0,1.2—6 - e 2t/RC =01 - —% =1In(0,1)

Ce qui donnet = _TRC.ln(O, 1) =368 ms

Exercice 2.0scillation d’un circuit L, C.

Un condensateur de capadiié= 10uF a une charge initiaf@= 60 uC. A l'instant = 0, on branche
ce condensateur a une bobine de résistance ndgégetad’'inductancé = 8 mH.

1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par l&arge du condensateur.

2. Déduire la loi de variation de la charge du condeng en fonction du temps.
3. Calculer la fréquence des oscillations obtenues.
4. Quelle est I'intensité maximale du courant darsdaine.
5. A quel instant I'énergie stockée est-elle pourreniere fois répartie de facon égale entre la
bobine et le condensateur.
Corrigé:
i Jl.
Al +q
uc| -  C
. —— C L U
B q
Figure 2

1) L’équation donnant la loi de variation de la chadgecondensateur en fonction du temps :
. 2
Ona:u;= % etu; = L% = —L% (le sens dé est toujours de I'armatureq vers—q)




dZ
L1 _ 4

u, =UuUc¢ a2 - c

Ce qui donne I'équation différentielle donnantdade variation de(t):
d’q | q _
et =0
2) Laloi de variation de la charge du condensatedoection du temps

e L’équation(1) est une équation différentielle d’ordre 2sehution s'écrit sous la
forme q(t) = e™t, ol r est solution d&quation caractéristique : % + i =0

Comme pour toute équation du second degré, treise@résentent selon le signe du discrimidant
. 1 4
Ici, A=b’—-4.ac=0-4.—=——<0
Lc Lc

L'équation ne posséde pas de solutions réellesduaaissolutions complexes; et r, conjuguées
l'une de l'autre.

—b—jy/lA 1 —b +j/1A
_ ivIAl _ L —jwg etr, = z]al |

ry =
1 2.a VLC
1
VLC

1 .
=0+j—==2A+jw,

VLC

Doncici A =0,y = ——et w? = wy? + 1% > w = w,.
La solution est donnée par :
q(®) = e*(A. cos(w.t) + B.sin(w.t)) = A.cos(wg.t) + B.sin (wq.t) , car A = 0.
q(t) = A.cos(wg.t) + B.sin(wg.t)
= 4. _ _dq

i= T wp.A.sin(wg.t) — wg. B. cos(wg. t)

Pour déterminer les constantkst B, on utilise les conditions initiale€(l.) :

CL {q(t=0)=Q N { qt=0=Q=A {AiQ

i(t=0)=0 i(t=0)=0=—-w,.B
Donc :q(t) = Q.cos(wg. t) et i(t) = wy. Q. sin (wy.t)
3) La fréquence des oscillations obtenugs= %
Dans cet exercice, on@ = wy car A = 0, donc la fréquence des oscillations est :

f=fp=2=_1_=

= om = Zmfic = 563 Hz.

4) Le courantest maximum lorsquain(wg.t) =1 - i = I, = . Q = \/% =0,21A.

5)
2 2
» L’énergie stockée dans le condensateur estE. = % = g—c.cosz(mo.t),

e L’énergie stockée dans la bobine est :




1 1
EL(t) = E'L' V= E'L' wo?%. Q2. sin?(w. t)

Il ya égalité entre les énergies :

2 1 1 1
Ec =E_ > g—ccosz(wo.t) = E'L' 2. Q2. sin?(wq.t) = E.L.R.Qz.sinz(wo.t)
— cos?(wg.t) = sin?(w,. t). Ceci est vérifié pour Ipremiére fois lorsquewg. t = E

T
—>t=Z\/LC= 0,22 ms

Série N°1 (suite)

Rappel mathématique nécessaire pour I'exercice

I.  Circuit linéaire en régime Sinusoidal
Nous allons étudier la réponse des circisoumis a un signai(t) ou u(t) de forme
sinusoidale.

I.1 Signal sinusoidal

Nous allons travailleavec la tensioru(t) , nous pourrions faire la méme chose ¢
le couranti(t) . Une tension sinusoidale, s’écrit sous la forme :

u(t) = U,, cos(wt + @)
U,,= amplitude (enV), = pulsation (enrad.s™1)

¢ Phase a l'origine (sans unité). La périoT (ens) de ce signal et la fréquen
f (enHz) sontreliées a la pulsation p

|

Figure 3

Nous travaillons avec la fonctior cosinus mais nous pouvons utiliser, d¢on équivalente, la
fonctionsinus. La différence entre les deux fonctions spoad simplement a un déphasagg.




» Périodicité: u(t + T) = u(t)

u(t+T)=U,cos(w(t+T)+ @)

= U cos(wt + oT + @) = U, cos(wt + 2w + @) = U,, cos(wt + @) = u(t)

Car la fonction cosinus est périodique de périczie.

I-2 Différence de phase entre deux fonctions sina&lales de méme période

h U cos{we)
§

T (Pénods) o

-
e

U cosiad + @)

Figure 4

Soit uy = Uy cos(w. t1 + @4) etu, = Uy, cos(w. ty + @,) deux signaux synchrones.

u, etu, sont maximales quard.t; + @1 = w.t; + @, = 0soit At =t, —t; =

1
- (@1—¢2).

Ag
On retiendra le résultat pratique suivahtp = 2?"At

Rappels de trigopnométrie

sin(a + b) = sina.cos b sin(wt + ™) = — sin(wt) sin (wt + E) — + cos(wt)
t3 +

+ cosa.sinb

cos(a+ b) = cosa.cosb cos(wt + m) = — cos(wt) cos (wt+z) — Fsin(wi)
2

Fsina.sinb

I-3 Représentation complexe d’un signal sinusoidal

v'  Rappels sur les nombres complexes

En sciences physiques, il est d'usage d’écjfre= —1 car la lettrei est déja utilisée pour désigner

l'intensité du courant électrique.

Soit z un nombre complexe, on peut I'écrire doois formes équivalentes :

v' Forme rectangulaire z = x + jy
v" Forme polaire z = r(cos ¢ + j sin @)
v Forme exponentiellez = re/?

Im(z)

Re(z)




Le module : la phase : X=rcosq ;

r= \x%+y? tan((p)=§ y=rsing

e Siz=z,z, alorsz = ryrye/(®17¢2)
. zZ = Z alorsz = ﬂe]'(‘Pl_‘PZ)
Y4 T2

c Z=rel?=x—jy
s z=2z1+2;=(x1+x2) +j(y1+¥2)

v La somme de deux fonctions sinusoidales de méme

On considére deux fonctions de méme périodearitagar conséquent mémoe
uy =Uycos(w.t+ @q) et uy =Uy, cos(w.t+ @)

La somme de deux fonctions sinusoidales éenenpériode est une fonction sinusoidale de
mémew.

u=uq+u; =U,.cos (w.t+ @)
Détermination de U, et ¢ .

v' Utilisation des nombre complexes

Up.cos(w.t + @) = Uy cos(w.t + @) + Uy, cos(w. t + @5)

On utilise les nombre complexe,

Upn. ejwt+o) — Ulm_ei(w-t+¢1) + UZm_ei(w-t+<P2)

U,,.e%t e? = Uy, e/t el?1 + Uy, e/®t el?2

Up.€? =Upp. /91 + Uy, e/92 (1)
Le module au carré de (1) est:
U €)% = |U . €091 + Uy €992]
(U €9).(Upy.€779) = (Uppy. €991 + Uy €192). (Uppy. €791 + Upyyy. €7792)

Up? = Upp. €091 U . €1 + Uy, €091, Uy 7792 4+ Uy, €092, U4, 7791
+ Uzm. e”’z. Uzm. e‘”’z

Umz = U1m2 + Ulm- Uzm. ej((pl_(pZ) + Ulm- Uzm.e_j((pl_(pZ) + l]zn,_2

Up? = Upn? + Ug® + Uy Uz [cOS(@1 — @3) + j.sin(p1 — @2) + cos(@; — ¢3)
—j.sin(@1 — @3)]

Up? = Usn® + Up® + 2. Uy Uppy. cOS(@1 — @2)




Un= \/U1m2 + Uzppm? + 2. Uy Uy cOS(91 — @2)

v Détermination dep

A partirde (1) ona:
Up.€? = Uy €091 + Uy €92
Up.(cos(@) + j.sin(@)) = Uyp. (cos(@q) + j.sin(@1)) + Uzpm. (cos(@2) + j.sin(@2))

Up.cos(p) +j.U,,. sin(p)
= Uy €0S(@1) + j. Ui Sin(@y) + Uz €0S(@3) + j. Uzyy. sin(@2)

{ Upn-€0S(@) = Uy €0s(@1) + Uz cos(@2) (2)
Uy sin(@) = Uy sin(@y) + Uz sin(gz) 3)

En divisant membre a membre (3) par (2) on obtient:

Uim-sin(@1) + Uz sin(@;)
Uim-c0s(@1) + Uz cos(@2)

tan(@) =

Uim-sin(@q) + Uzp.sin(@3)
U1m-cos(@1) + Uzp.cos(@;)

@ = tan"1(

I METHODE DE FRESNEL

On fait correspondre un vecteur tournant & unetiomsinusoidale.

Ainsi & une grandeur sinusoidale telle qu'une= U,, cos(w.t + ¢), on peut associer un

vecteur OM de normel,,, tournant a la vitesse angulaseautour deO . C'est la méthode de
Fresnel

Comme on sait que le vecteur tourne a la vitesggilaine constante au cours du temps, par
convention, le vecteur serai représente a la dated. Il fait alors avemx un anglep.

Je y-
w.t+ @ / I

0 X x

\ 4

représentation du vecteur a l'instant représentation du vecteur a l'instgnt

Figure 5




Exemple

Uy = Uppcos(w.t), ¢;=0 Est représenté jgaM

u, = U,,, cos (w. t+ g) @, = +§ Est représenté p@ ,

b4
Xom P2 = +E J+

X1im M, Q1= 0
Figure 6

Déphasage
On considére deux fonctions de méme périodeaitapar conséquent méme
uy =Uycos(w.t+ @q) et uy =Uy, cos(w.t+ @)

Ces fonctions sont déphasédsp: = @, — @4 est le déphasage on représente les deux vedeurs
Fresnel :

Figure 7

Au cours du temps, les deux vecteurs tourete méme vitesse.

Déphasage particuliers

v' Soit:
Uy = Uypcos(w.t), ¢1 =0etuy = Uy, cos(w.t +§), Py = +§

Construction de Fresnel




Figure 8

Ap =@, — @1 = +§ ., uy esten quadrature avance uy.
v Soit:
Uy = Uypcos(w.t), @1 =0 et u, = Uy, cos(w.t), @, =0

Construction de Fresnel

Ulm UZm

v

Figure 9

(p1=0 et(p2=0

Agp = @, — @, =0, les fonctionsu, et u, sont en phase
v Soit

Uy =Uypcos(w.t), o1 =0 et u, =U,, cos(w.t—g), Py = —g.

Construction de Fresnel

Ulm_ P = q
I
2
UZm
Figure 10
Ap =@ — 1= —g , Uy est en quadrature retard suy

v Soit :

Uy =Uypcos(w.t), o1 =0 et uy, =Uy,cos(w.t—m), @, =7




Construction de Fresnel

Il
=

U2m Ulm P1

A
\J

Figure 11

Ap = @, — @1 =, les fonctionsy et u, sont en opposition phase.

Exercice 3.Association série d’une bobine et d’'un conducteurique.

On considére 'association série d’'une bobine |garfdinductancel = 64 mH et d’'un conducteur
ohmique de résistand® = 20 Q. Cette association est parcourue par un couransagidale de

pulsationw = 100 rad.3 et d’intensité efficact = 2A.

1. Déterminer les valeurs efficaces et les déphagagesapport a l'intensité des tensions aux

bornes de chacun des deux dipdles.

2. Déterminer la valeur efficace et le déphasageaaport a l'intensité de la tension aux bornes

de I'association.

Corrigé:

1. On détermine les valeurs efficaces et les déphagageapport a I'intensité des tensions aux

bornes de chacun des deux dipbles

v" Pour la résistance :

La valeur efficaceUg o¢f ?

Figure 12
Prenons :i = Iz. 2. cos(w.t), avecy; = 0
On aalors :
ug = Ri = R.1.51\2.cos(w.t), donc gg = 0

up =R.1, f\/i. cos(w.t) = Ug ¢ff V2.cos(w.t) = UR max- €0s(w. t)




Donc

UR_eff = Rleff =40V

Le déphasage de, par rapport ai : Ap = @gr— @; ?

Ona:
i= Ieff.\/f. cos(w.t), ¢@;=0etup =R. Ieff\/f. cos(w.t), @r=0
Alors Le déphasage de; par rapportii est:A@ = @ —@; = 0.

v" Pour la bobine:

La valeur efficaceU; .s5 ?

Figure 13

i = Iy V2.cos(w.t), @;=0
Donc :
u, = L% = —L.w.IoppNV2.5in(w.1) =L.w.1,7.V2. cos (w.t + g) ,donc ¢, = +72—t
et:
u; = L. w.Ieff.\/E. cos (w. t+ g) = UL efy- V2. cos(w. t + g)

Upeff = L.-w. Iz > A.N.: Up(eff) = 64.1073.100.2 = 12,8V

Le déphasage entre le courdmui traverse la bobine et |la tensiu; entre ces born¢ est;

Ap =@, —@;7?
Ag = =T _o=C
Q=09 ‘Pi—z =3

2. On détermine la valeur efficace et le déphasagegpaiort a I'intensité de la tension ¢
bornes de I'associatidRL :




Figure 14
Ona:

u = ug + u;. La tensioru doit forcément s’écrire sous forme= U,,.cos (w.t + ¢), il faut donc
déterminer les valeurs dg, et ¢.

T
Upn.cos(w.t+ @) =R. Ieff.\/f. cos(w.t) + L.w. 15y V2.cos (w. t+ E)

v' On détermineU,,

D’apres les résultats des rappels mathématiquesgeéts, on a:

_ 2 n

U = VR? + (L.@)2 Iopp\2

Alors la valeur efficac#/ ;s est :

Ueff = ’RZ + (Lw)zleff =42V

On détermineg
A partir des résultats précédents, on peut écrire :

Lw
tan((p) = T =0,32

Lw

Donc le déphasage e par rapport & est ¢ = tan™! (?) =19,7°

On utilise la méthode de Fresnel pour trouU ¢5 et ¢

ug = R.Ieff\/f. cos(w.t), @p=0etu, =L w.l . V2. cos (w.t + g) , Q= +§




Construction de Fresnel

Le couranti est pris comme référence, donc le vecteur repidtifetians le diagramme de Fresnel doit
étre confondu avec I'axe des abscisses, la résestaimtroduit aucun déphasage entre le courant la
tensiong@g = 0, le vecteur representatif de la tensiary doit aussi étre confondu avec l'axe des
abscisses. Le vecteur représentatif de la tengiast en quadrature avance sur la l'intensité

Um @ L. ("""reff'vjE
RIp\2
Figure 15

Le vecteund est tracé en utilisant la loi des mailles vectteieli = 1y + u;.
v' Lavaleur efficacel s

Par application du théoreme de Pythagore danmlegte rectangle :

Um2 = (Rleff\/i)z + (Lwleff\/f)z

Up = \/(R.)Z + (L.w )2 T2

U
Uepf=—= = J(R.)Z +(Low)? I =42V
V2
v' Le déphasage
Lwlyg V2 Lo

tan = = =0,32
@2 Rlyn2 R

@=19,7°

Ein




Série N°2 : le champ et les forces magnétiques

Exercice 1. Circuit triangulaire placé dans un champ magnétiquextérieur
Un circuit & la forme d’un triangle rectangle isiecéont les co6tés de I'angle droit ont une longuweur

Il est parcouru par un courant d'intenditét placé dans un champ magnétique extérieur unéds
parallele & I'hypoténuse.

1) Caractériser entierement 'ensemble des forcesagake agissant sur ce circuit.

2) Calculer le moment de I'ensemble des forces dedcapl

Corrigé:

Figure 16

On veut déterminer la résultante générale desdated.aplace et le moment résultant en un point
convenable de ces forces de Laplace.
* Résultante générale :

CommeB est uniforme, les forces de Laplace agissanttsne coté sont :

Pour le coté AD :

df =1dInB
Intégration sur AD :

D
ﬁw=1<f df)M?:IZD_’AE > fup=1ADAB
A

De méme pour DF et AF:
fop =IDFAB et foy=IFAAB =0 carFA et sontparalléles.
La résultante générale est = fup + fop + fra = I(AD + DF)A B

OrAD + DF = AF paralléle &. Donc :

=y
Il
ol

« Moment résultant

Commef =0,le systeme des forces de Laplace est équivalemtcauple de mometit
(Le moment d’'un couple peut étre calculé en n’inguel point, voir le cours de la mécanique)

Par commodité de calcul, exprimons le moment réstén D.




E .

Figure 17

Soit fl le moment des forces de Laplace agissant surS@[Ddf la force de Laplace agissant sur
un élément de longuedi centré en M :

df = IdIAB etdl; = DMadf. (I estorienté par le sens du courant)

CommeDM = x é,, dl = —dx &, (attention au sens du courant et au seré Jd vient :

- —_— = —_ B
dl; = DMadf = x &, n (I(—dx é)aB) = —I x dx.ﬁéx/@z

. B _
dl; =—=.lxdxe,

V2

D’oul le moment totaf’, :

7 faB "l IBa? |
= —.lxax e, = ——ée,.
V2 YTz

On procede de méme pour le calcul du morﬁgdtes forces de Laplace agissant sur DF. On trouve :

IBa? |
e
242

-
2:

Le moment résultant est alors :

I= fl + fz , (Le moment des forces de Laplace agissant swestAul puisque celles-ci sont nulles.)

Soit :

. IBa?,, |
F=m(ex+ey)

éx + é, = €, est confondu avec la bissectrice de I'angle xﬁ;est donc porté par cette bissectrice.

Le moment résultant des forces de Laplace tenaettaurner le circuit autour de la bissectrice de
I'angle droit.




YV oA » la bissectrice de I"angle xDy

E A

D A

Figure 18

Exercice 2. Pendule électrique

On considére un conducteur filiforme cylindriqugide de &
Longueur L, de massem mobile autour d'un axe
horizontale perpendiculaire au fil en une de séemités.
L’autre extrémité affleure dans du mercure contdans

une cuve.

Un courant d’'intensité traverse le fil comme indiqué pat

le schéma ci-apres.

mercure

Calculer I'angle d’inclinaisorr du fil.

Corrigé:

Figure 19

Le fil est soumis :

 alaforce de Laplacﬁ,
e asont poidsng.

Pour tous les éléments de longuaudu fil, les forces de Laplace élémentaijesont

perpendiculaires a celui-ci et de méme sens. Lajieaﬂadf etBIdl.

La résultantq? a donc pour modulf = BIL.

Pour des rasions de symétrie, cette force estcqagdiau milieu G du fil. Son moment par

rapport a I'axe de rotation est :

L BII?
h=ry=="




Par ailleurs, le moment du poids par rappdidxe de rotation est :

L
8 =mg§sma.

A I'équilibre, on a donc :

. BIL
Soitsina = —.
mg

. BIL
Donc: a = Arcsin—
mg

Exercice 3.Champ Magnétique créé par un fil rectiligne infini

Calculer le champ magnétique créé par un segmeocbyra par un courant d’intensitéen un point

M situé a la distanca du segment. On appelleth et & les angles entre la perpendiculaire au fil
issue deM et les droites joignaMl aux extrémités du segment.

Examiner le cas du fil rectiligne infini.

Retrouver la question précédente (champ créé péit tectiligne infini) en appliquant le théoréme
d’Ampére.

Corrigé:

1) On oriente les angley et6, par le sens du courahtDans le cas de la figure 20 ci-
dessousd, est négatif efl, est positif.

M ®@dB

Figure 20

Un élémentd] de AB crée en un poir¥l (Fig.20) un champ élémentaid® perpendiculaire au plan
formé pardf etPM et orienté dans le cas de la figure 20 vers fiaté. Alors, d’apres la loi de Biot

et Savart, ona:
Uol diAm_uol di At
A’ PM3 4w 1?2

dB =

=




Le module deiB est alors :

_ ol dl.sina  pol dl.cos6

dB =—.——— = .
41T T2 41t 2
On écrivant :
OM=a:;PM=1r= 2 0P =1l=a.tanf = dl = 2 _d6
cosf cos20

En reportant dangB, il vient :

uol a cos?0

dB = —. dae. 0. =— 0 deo.
41 cos?6 cos a? 4ma cos

En intégrant sur tout le segmeX8, on obtient B = %f:z cos9df donc
1

_ ol :
Bsegment - % (Sln 6, — sin 91)-

2) Pour un fil de longeur infing, — —% et 0, —>§ : B tend vers une valeur limite

Hol

0, z
Bfiting. = fe dB = fndB =-—
! 2

D’ou le champ d’induction magnétique crée par umfini :

Hol
B =——
2ma

Théoreme d’Ampere

Avantage : Il permet de calculer des champs magnétiques peesans calcul par rapport a la
méthode classique (loi de Biot et Savart).

Enoncé du théoréeme
La circulation du champ le long d’'un contour ferest égale au produit de la
perméabilité du vide et de la somme algébriquecdesants gu'il enlace.

ﬁ B.dl = uo 2 I(algébrique

(contour enlacé)
orienté)

NB : la notation de l'intégrale avec le cercle espond a un contour ferme.

- 4
F(Contour
orienté)

:Le contour imaginaire choisi doit étre ferméd@imite une surface).

—

* B :estle champ créé par tous les courants (entacésn).
e dl :définit le sens de parcours du contour (orieokadrbitraire).

&



Le sens de parcours choisi définit un vectelinormal a la surface délimitée par le contour (main

droite).

» Sile contour est une ligne de champ alBrst dl sont colinéaires.
*  I(agéprique représente la somme algebrique des courants enf@e le contour. Si les

enlacé)

courants enlacés sont orientés dans le méme s&ns on les compte positivement (et

négativement dans le sens contraire).

Détermination de}; I aigébrique
enlacé)

Exemples :
(1)
['(Oriente)
lentace = —31
par
(3)
I3 Iy

- -

“[” I'(Orienté)
I

Lenigee = 11 - 312 - 13
par

(4)

. —p - L
I'(Oriente)

leniaee = 0
par T’

—————

'4

v I (Orienté)
[

lentace = _11 + 3[2 + 13
par I

1, n’est pas a compter daleniace(Ieniacs) carl’ (I'') nenlace pas,

par’  parr’

Figure 21




Calcul deB a partir de théoreme d’Ampeére

» On cherche les invariances et symétrie de la digtdn de courant
» On fixe un contour fermé d’Ampere.
» Théoréme d’Ampeére

ﬁ B.dl = uo 2 I(algébrique

(contour enlacé)
orienté)

) Etude des symétries d’'une distribution de courant
A. Introduction

Intérét : I'étude des symétries a pour but de simplifiger ¢alculs et est indispensable a I'utilisation du
théoreme d’Ampere. Lorsque la distribution du catédectrique présente une symétrie ou invariance,
le champ magnétique B est également symétriquavawiant. Ainsi, en étudiant les plans de symétrie
et les invariances, on va pouvoir déterminer :

1) Quelles sont les composantes vectorielles duaoip magnétique B ?
2) De quelles variables dépend le champ magnétig@e

On prendra le fil infini en coordonnées cylindrigu&e champ qu’il exerce en tout point de I'espace
est alors :

B(p,0,2) = B,&, + Bpéy + B,é,.

Nous allons montrer que certaines composantes soutles et que le champ ne dépend pas de
certaines variables.

B. Etude des invariances

Une invariance de la distribution de courant laissifférente la distribution de courant par une
transformation bien choisie. Cette invariance pen@ute sur le champ.

1) Invariance par translation par rapport a un axe.

Définition : Le courant reste le méme lorsqu’on déplacedtidution de courant parallélement a un
axe.

Effet : Le champ ne dépend pas de la variable seloaxeet

Lorsqu’on déplace par translation le fil infini pHele a I'axe, le courant reste toujours le méme
(puisque le fil est infini) = Invariance.

» Le champB ne dépend pas de.
E(p,@) = Bpé)p + B@é)g.
2) Invariance par rotation autour d'un axe :

Définition : Le courant reste le méme lorsque qu’on le faitneuautour d’'un axe.




Effet : Le champ ne dépend pas de la variable de rotatimuade cet axe.

Lorsqu’on fait tourner notre fil infini autour ders propre axe, il est invariant.

» Le champ ne dépend pas de I'angle de rotatiof
» Finalement, le champ ne dépend que de la distanca @l p :

E(p) = Bpép

C. Etudes des symétries

1) Invariance par rapport & un plan de symétrie :

Définition : Le courant reste le méme par symétrie par rdgpon plan choisi.

Effet : Le champ en tout point M de ce plan est perpemaire a celui-ci.

z

ey

|

()

() est plan de symetrie €

Figure 22

Sl

Fil infini
|

Tout plan passant par I'axe (Oz) est plan de syendér la distribution de courant. Comme il y en a
une infinité, tout point de I'espace est inclusslan de ces plans.

» Le champ en tout point M est perpendiculaire an plssant par I'axe du fil et par M.

» Le champ n’a pas de composante sélon
> Le champ n'a pas de composante s¢jon

§(,D) = Bpép

Conclusion: On vient de démontrer I'orientation du champeetariable dont il dépend sans aucun

calcul !

D. Contour d'Ampére : le cercle [) de rayon a et d’axe oz.

Figure 23




Théoreme d’Ampere :

ﬁ B.dl = o Z I(algébrique = kol

(contour enlacé)
orienté)

Le contour est une ligne de champ al&ret dl sont colinéaires.

Donc :

21

jﬁ E.d?:f Bdl:Bff adf = B.a.2m
r(contour r(contour 0
orienté) orienté)

Le champ créé par un fil infini parcouru par unremt d’'intensité | est alors :

2n.B.a = gl

Kol

B =
2mT.a

C’est bien le résultat trouvé avec la loi de BipBavart.

Exercice 4.Champ Magnétique créé par une spire circulaire en point de son axe

Soit une spire filiforme de raydR parcourue par un courant d’intendité

1) Déterminer le champ magnétique créé en un poilitade de la spire situé a une distarzce

du centre de celle-ci.
2) Tracer la courb8(2).

Corrigé:

1) Soit un courant circulaire de centiede rayorR (voire Fig.24). Nous calculons le chanﬁp
en un point situé sur I'axedz du cercle. Par raison de symétﬁeest porté par cet axe.
L'élément de courardfd’origineP, crée en un poin un champzl§ perpendiculaire &M

et adl. PosonsPM = r.

Figure 24




La loi de Biot et Savart donne :

d§_u I dIAPM _ pol dl APM
T 4m’ PM3  4m’ 13

De plusPM = PO + OM

Alors
5 ol di A (PO + OM) _ kol diAﬁ)’Jru_ol dl A OM
A’ r3 4 73 AT 13
Intégration :
= Mol dl APO ol j(dZAW
3(613_47'[' r3 +4rr' r3
fdﬁ—“ $(dl APO) | Kol $(dl A OM)
T 4m r3 47T r3
Ona:

« $dIAOM) = ($d)AOM =0
e (dIAPO)=R.dL#A

=>¢(dl APO) = $(R.dL.7) = R.(§dl).7 = 2.7. R*R

On en déduit : B=¢dB =2 $aDAPO _ piol 21R%
) 4’ r3 4w 13
Alors
= IR?
B = Ho -
2.13
Ou encore en notant que = rsina :
- I - -
B = £ sinso. 76 = (dB, M, dB,)

2.R

Autre méthode :

On remarque quéf est perpendiculaire?m_\/i

La loi de Biot et Savart donne :

5 _ Mol di APM
4m’ PM3

&



_ ol dl.PM  pol dl poldl

dB =% S o A o e
4w PM3 41w PM?  4m r?

La contribution delB au champ total esdB, = dB cos 8 = dB sin 6

Car :cos 8 = cos (g— 9),

Uol sin 6 Uol sin 6 uol
Bspire =dez =E 2 fdl =E. 7z mT.R =ﬁsm9.R
Commer = .R :
sin 6
I
B = %sirﬁ&
Soit en fonction de la distance:
fol R
= 3
2.(z%2 + R?)2
D’ou
- IR?
B = Ho =

— 3¢z
2.(z%> + R?)2

2) En deux points M et M’ de I'axe, symétrique parpag a O, le chamﬁ'est identique. On
étudie donﬁ(z) pourz > 0 et on complétera par symétrie paus 0.

dB _ ,uOIRZ( 3) 2z 3uglR?*z
_— —_—— B = 3
az 2. 2/ (z24R?%)27  2.(22+R?)2

> Pourz > 0, Z—i < 0, doncB(z) est une fonction décroissanteae

Pourz = 0, Z—i = 0: la courbeB (z) admet donc une tangente horizontale en ce point.

d?’B 3ugIR? 15ugIR%z? 3ugIR?
o — — _ 2k -+ Ho 27 — _2Ho . (422 _ RZ)
z (z2+R%)z  (z2+R2)Z  2(z2+R2)2
d?B _, R . R d?B R d?B
> -z S annule poug = ;(z > 0), avec : pour < S < 0 et pourz > Sz > 0;

. " . _R RY _ 4uol
La courbeB(z) admet donc un point d’inflexion pourr= > avecB (2) = SVeR'

> Pourz=0, B =B, =5

» On en déduit la courb(z)




Bz} 4

et dfial

B v i i i i i i il ]

= 0

|| A

Figure 25
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Exercice 5.Bobine de Helmholtz

Deux bobines dbl spires, de rayoR, parcourues par un courant d’intensjtént leurs centres
distants ddR. Le sens du courant est tel que les champs cegdsgpdeux bobines s’ajoutent dans

I'espace situé entre les deux bobines :

1)

CalculerB au milieuO de I'axe joignant les deux centres.

2) CalculerB pour un pointM de I'axe voisin d&© repéré paOM = x.

. . X
3) Quelle est la variation relative @eentreO etM pour — = 0]1.

Corrigé:
1) On sait (voir exercice 4) que pour une spire,
I
B = %sirﬁa

Comme O est a égale distance des centres des deune$ et que les champs s’ajoutent entre

les deux bobines, on a :

o HoNI . 3 . _ R _ 2
By =2 R Sinva atveCsma—\/F—\/g
s
D'ou
8uoNI
BO = g
5v5R
2) En M, onaura :
B, =M™ sin3a, avecsina, =
2.R R 2
R2+ —+x)
2
Et B, = —sm a, avecsina, = S S—
R2+(§—x
3
2 2 -
Soit:B = 0NIR‘?’ (5%+Rx+x ) 2 +(5%—Rx+x2) ’
Ou aussi :

4x
5R2

3

o




On développe alorB au £™ordre en}’% ;

On utilise la formule du développement limité(det+ x)™ a I'ordre 4 au voisinage de

n—1) 24 nn—1)(n-2) e nn—1)n-2)(n—-3)

44 ...
21 31 41 Xt

n
A+x)"=1+nx+

Et on obtient pour le premier terme :

e )
S e e

3 6x+32x3 144x*
" S5R  25R3 125R*

De méme pour le deuxiéme terme :

3

| 4x 4x*\ 2 6x 32x° 144x4+
- 5R 25R®  125R*

RR T5R2

Et on en déduit I'expression de B :

. 8uoNI ) 144 x*
~ 5v5R 125R4)

Soit aussi

5-5 (1 144 x*
-0 125R* )

Application numérique :

AB  Bp—-B 144 x* .. AB _
S =207 =2 goit— = 1,15.10 e
Bo Bo 125 R4 Bo

Exercice 6.Champ Magnétique d’'un solénoide

On considere un solénoide de longuewomportant au totall spires jointives ayant le méme rayon
R, régulierement réparties.

Déterminer le champ magnétique créé en un poirlcgugue de I'axe du solénoide en fonction des
anglesa et a, sous lesquels on voit les faces terminales dune@lé depuis le point considére.
Examiner le cas du solénoide « infiniment long'estea-dire tel quB<<L.

)




Corrigé:

1) Symbolisons le solénoide comme ci-dessous. Spiitg M ou I'on calcule le champ.

S dx N

Figure 26

Remarquons que toutes les spires produisent unckd@mméme sens porté par I'axe que nous
orientons dans le sens du champ. Il s'agit de @l&iau pointM appartenant a I'ax€x (M est pris
comme origine des abscisses).

Soit un une tranche du solénoide, d’abscissed’épaisseutix ; elle est vu d&f sous I'angler ; peu
varier de0 a  selon la position dé1 sur I'axe. Cette tranche est assimilable & uneneoplate

contenantiN = %dx = ndx spires. Sa contribution au champ est :

ponl
dB = .sin® a dx
2R
, NP, R da
Prenonsy comme variable d'intégrationc = —, dx = —R—:
tana sin“a

1
dB = — Euonl sina da,

Pour la position M choisig peut varier dex; a «, (les angles sous lesquels on voit les deux
extrémités du solénoide, voir figure 27).

Par intégration :

nl
B = il (cosa, — cosay).

-

o 4

Figure 27




2) Cas du solénoide infiniment long

Dans le cas d'un solénoide de longueur tres grpadeapport au rayon, on@, — m et
a, >0

B = pgnl
Conclusion: le champ magnétique est uniforme a l'intériemisdlénoide.




Série N°3 : Dipdle et induction magnétique

Exercice 1. Action d’un dip6le sur un fil infini
On considére le systeme schématisé ci-contre. -4

Un fil rectiligne infini, confondu avec l'axe’Oz est
parcouru par un courant d’intensité

M o
Un dipdle de moment magnétiqid est placé au poim A
de 'axey’Oy a la distanc®A =a de O. Wi
- Déterminer I'action exercée par le dipéle suillanfini. z’

Corrigé:

2
LY
ALY
LY
LY
““"—-:ﬁw.
o
v =

Figure 30

En un pointp du fil, le dipble crée, le champ (voir votre cqurs

UoMcos8 _, puoMsin@ _

B = ig.
2nrd T 4mrd 0
On exprime§ dans le systeme oxyz
Uy
g i, i, = cos B Uy, + sin B i,
iy lig = cos B Ui, — sinB iUy
Figure 31
On obtient :
- UM . _  3ugMsinfcosf _,
B = 2c0s%0 — sin?0)u, + U
4717"3( iy 4mr3 z




On en déduit la force de Laplantf = IdZAB s’exercant sur I'élément de courddf :

MI
s (2c0s?6 — sin?0)dzu,.

df = -2
f 4173

Pour obtenir la force résultante, il faut intégtfrsuivante.

Exprimons dondf en fonction d& :

a ... a
z =atan @ doncdz = — g r = s
D'ou :
5 woMI . iR
df = i (2 cos36 — sin?B cosB) dO iU,
df = M ) 058 (1 = sin) — sin?6 cos 9) dO T
f__4rca2( cos 0 (1 — sin“0) — sin“6 cos H) Uy
e HOMI . 2 —
df = — - (2cos8 — 3sin“O cosB) db U,

Apres intégration sur I’intervall[.mg,g], on obtient :

2 HoMI _,
f== 4ma? *
(onutilise : d(sin36) = 3sin?6 cos db)
Exercice 2.Champ magnétique créé a grande distance par i

un circuit carré

Un circuit carré de cOtéb2est parcouru par un courant
d’intensitél. Calculer le champ magnétique créé en un pdint
de I'axe passant par le centre du circuit. Queed#wie champ
lorsque la distance= OM>>h.

Corrigé:

Les plans contenant I'axe, perpendiculaire soifA@ et FD, soit a CD et AF sont des plans
d'antisymétrie.§ est donc contenu dans ces plans. Il est donc partéeur intersection, c’est-a-dire

par I'axeOM.

Les quarte c6tés étant identiques et identiquertispbsés par rapport a I'axe, leurs contributiams a

champ résultant suivant I'axe seront égales.




=

----I,-
o

Q

Figure 32

Utilisons la formule donnant le module du chamggrar un segment (exercice 3 de la série 2),

B = %(sin 6, —sin6,).

Ici :
_ 2 2 . ol — b ’ .
a = Vx? + b? et sinf, = —sin b, Torgpr Prenons I'axeédx suivantOM.
Soit B, = B, le champ créé paC par exempleB, fait 'anglea avec 'axeOx. Sa projection sur
|1 ! —_ — . _ b
axe seraB’y = Bycosa = B;sinf§ = B; Ny
On en déduit :
ol 2b b

By =Biycosa = ) )
4¢ ! 4m\Vx2 + b2 \x2 + 2b2 Vx2 + b2

On multiple par 4 pour avoir le champ total :

B 2p0Ib? =
= u
n(x2 + b2)VxZ + 2b2
Dans le cas particulier ot>> b ; x? + b? ~ x? etx? + 2b? ~ x?;
Donc :
~  2uglb?
B~ al) U

Or, l'aire du carré est = 4b? : donc :




CommeM = ISi, est le moment magnétique du circuB = ;:;"3 Uy
Exercice :.
Un fil rectiligne infini, parcouru par un couramf est
disposé dans le vide dans le méme plan qu’un rgletale z
fil parcouru par un courant(voir figure ci-contre). r
a2l M N
On suppose que>>b. O‘_D_u—b—r X
1. Déterminer par un calcul direct la force de ~®2[™ 0o i P

Laplace exercée par le fil sur la spire
rectangulaire.
2. Considérant la spire rectangulaire comme un
dipble passif, retrouver le méme résultat en
calculant I'énergie potentielle d’interaction des
deux circuits.
3. Retrouver I'expression de la force exercée pail Euf le cadre par application du théoréme
de Maxwell.
Déterminer le flux du champ magnétique créé pér iefini, a travers le rectangle.
5. En déduire, par application de la relatibld =i [dP, une nouvelle détermination de la force
de Laplace exercée sur la cadre.

B

Corrigé:

1) Le champ magnétique créé par un fil infini eBt= ”—iay (voir I'exercice 3 série N°2)

2T,

La force élémentaire de Laplace agissant sur khopnd®M est :

oy = idInB = idz7i, » 2L g

oM 2% 2nD Y
2 Mol I -

deM = —mdz U,

En intégrant, on obtient :

> ,uoilg _ Molla
M= 7o) T T g M

2

La force élémentaire de Laplace agissant surtdi@opd\P est :

7 tol

diP = idInB = —i le_iZ A m u,y




df = Holl dz
Ine =D+ 0y @

Par intégration, on obtient :
> poll 3 _ Moila
Ive = o+ b)) Z = mo+ ) &
2

D’ou la résultanté
5 2 2 Hoila _, Hoila
F=foutfve == bt s by ™

N 5 Wollab _,
F = fom+ fnp = —Wux, car (D > b)

2) Dipble passif
M =iS=iab iy,
—— l,{ol 1 ab
E,=-MB = —
p 2nD
S . Uoi I ab
dw=FdD u, =—dE, =— 57 D? daD
o Upilab
F=-
2nD%2 "
3) Le flux n'existe que le long des secticpM etNP :
0Pcom = faB(v otandzuy,) = ﬁuy(v Ot Uy, AUy) f adz

2 2z

Uolvadt
OPcom ="omp

Sw=i6P,=F Bt =F,vbt

E 6t_u0i1va6t<1+ 1 )
Vot =T D D+b
_ Moilab
X 2mD?
4)
D+b
- o wol _, o udola D+b
<;D=fdeS=JL ﬁuydxdzuy= o In D
do pila b1 Uoilab
dw =FdD =idd =i— = Inl+-2)| ~ ————
v ' YaD T T2m [n( +D)] 21D?




Exercice 4

Une bobine, formée dil spires, tourne autour d’un -
de ses diametres a une vitesse angulaionstante
parallélement a I'axe ©

1. Déterminer I'expression de la f.é.m. induite dans

%é )
b

la bobine en tenant compte du coefficient d’auto-
inductance. de la bobine.

2. Calculer sa valeur gsb= 5 tours/sN =50,R=5
cm,B=0,1T,L=1mHetR=1Q.

N;

Corrigé:
d = fo§d§= NBS cos & = NBnR? cos wt

@' =Li

(o)} di
E=-——%— NBnR?w sinwt — L —
dt dt

E di 1dE

L=

> —=——
R, dt Rgdt

’ 1 dE

E = NBnR“w sin wt — ——
Ry dt

E+ L dE—NB R?w sin wt
R, P mTR°w sin w

La solution générale de I'équation sans second memb

L
Eg =E, exp(_t/-[); T= E

La solution particuliere est de la formg,; = K sin(wt + ¢)

En remplacant dans I'équation différentielle eséparant partie réelle et partie imaginaire :

L
K sin(wt + @) + R—Kw cos(wt + ¢) = NBrR?w sin wt
B

L T
K sin(wt + ¢) + — Kw sin (a)t +¢+ —) = NBnR?w sin wt
Rp 2
En notation complexe, ¢a donne :

Ke/(@t+e) 4 LKwej(w”(er%) = NBnR?we/ @V
B

, L .
Kel? + jR—Ka)ef‘/’ = NBrnR?w
B




L
K(cos ¢ + jsin¢) +jR—Ka)(cosgo + jsing) = NBnR?*w
B

L
K(w—cos<p+sin<p)=0 (D
Rp

L
—wR—K sing + K cosp = NBR?*w (2)
B

On en déduit :

" _ wlL
an@ = R,

En élevant les deux expressions (1) et (2) au edreé les additionnant, on obtient :

NBTR?*w
V1 + 12w?

La solution de I'équation différentielle est finalent :

NBnR?’w
= sin(wt + @)

B Rt




