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CHAPITRE 1

Séries numériques

Le but est de donner un sens précis a une somme infinie de termes.

1.1] Séries numériques

1.1.1 Définition d’une série numérique

Définition 1.1. Soit (u,)n>0 une suite réelle. On appelle série numérique de terme général

Uy, la suite S, définie par S, = ug + uy + .... + u, = Z ug. On note cette série Zun

Le terme S, est appelé somme partielle d’indice n de cette série.

Exemples 1.2. 1. La série arithmétique Zn est la série des sommes partielles

n 1
Snzzk:n(n+ )
k=0 2

n
2. La série géométrique Zq” est la série des sommes partielles S, = qu =
k=0

1_ n+1
] siq#letS,=n+1siqg=1.
—q
, . . 1 . . "1
3. La sérte harmonique Z — est la série des sommes partielles S,, = Z =
n k=1
(=1)"

n

4. La série harmonique alternée Z est la série des sommes partielles S,, =

=

k=1

5. La série téléscopique Z(an+1 — ay) est la série des sommes partielles S, =
n

Z(ak-i-l - ak) = Qp+1 — Go-
k=0



1.1.2 Convergence d’une série numérique

Définition 1.3. 1. La série Zun est dite convergente si la suite S, a une limite fi-

nie quand n +— 400. Dans ce cas S = liril S, est appelée la somme de la série,
n—r—+00
+oo
on la note par S = Z ug. On dit aussi que la série - u, converge et sa somme est S.
k=0

2. La série Zun est dite divergente si la suite S, n'a pas de limite finie (c’est-a dire

Sy n’a pas de limite, ou bien admet une limite infinie)

Exemples 1.4. 1. Soit la série de terme général u, = ﬁ, n>2 0Ona:
n(n —
1 1 1
Vnz=2 = e
" 1 - 1 1 1
Alors S, = —_— = ————)=1—-—=,d lim S, =1.
o ,ék(k_l) ,;2%_1 =1 ==
+00 1
D’ot la série Y ﬁ est convergente de somme Z — =1

—nn—1)

n(n+1)
2

2. La série arithmétique Zn est divergente car lim, o S, = lim,, = +00.

1
3. Soit la série de terme général u, = —, n €N. On a :

1 1 11— (H*t
Sp=1+-+—=+..+—=—3".
+atg ety i
3 1 _ 3

Donc la série 3% est convergente de somme 3

Cas particuliers

1. Série téléscopique. Soit Z u, une série telle que w,, = a,, — a,1, Vn € N, alors :

la série Zun converge <= la suite a,, converge.

—+00
Dans ce cas, on a ];]Uk = ag — nhggo Qg .

En effet S,, = Z Up = ap — a1 + a1 — ag + ... + ap, — Ay + Gy — Ay, iMplique que

Sp = ap — a,1 d’ou la série > u, converge <= la suite .S,, admet une limite finie

<= la suite a,, admet une limite finie.



2. Série géométrique. Soient a € R* et ¢ € R. On appelle série géométrique de

premier terme a et de raison ¢, la série ¢"a, c-a-d, la série : a+qa+q¢*a+...+q%a+ ...
+oo
L. . . a
La série Y- ¢"a converge si et seulement si |¢| < 1. Dans ce casona: »  ¢"a = 1

n=0
donc Z q"

En effet : Sn:qua:a—{—qa+q2a—|—...+q”a:a(1+q+q2—|—...—|—q")
k=0
Sig=1onals, = (n+1)a donc la série diverge.

si|gl < 1.
- q

1— n+1
Siq;«élonaSn:aiq
1—q
Si|q| < 1alors lim ¢""™' =0donc lim S, = ‘.
n—+oo n—s+oo 1__q

Sig>1 lim ¢""' = +o0 donc S, diverge d’ou Zun diverge.
n—+00

Si g < —1 alors S, n’a pas de limite quand n — 400, donc la série Z q"a diverge.
Définition 1.5. Déterminer la nature d’une série c’est déterminer si elle est convergente
ou divergente
Définition 1.6. (Série définie a partir d’un certain rang) Soit (uy)n>p une suite définie a

n

partir de p. On pose S,, = Z ug. On dit que la série Z u, converge si et seulement si la

k=p n>p
suite S, admet une limite finie.

Définition 1.7. Soit Zun une série qui converge, et soit S sa somme. On pose R, =

n +o00
S-S, ou S, = Z uy et on la note par R, = Z ug. R, est appelée le reste d’indice n
k=0 k=n-+1
de la série Zun Ona lim R,=0
'I’L'-) oo

Remarque 1.8. On ne peut introduire le reste d’une série qu’aprés avoir justifié sa conver-

gence.
+o0o
Proposition 1.9. Si la série Zun converge alors pour tout n € N, Z“k = Zuk +
k=0 k=0
+00 too
Z up=. De plus hm R, nl—l)r—i-noo Z u = 0.
k=n+1 k=n+1

Proposition 1.10. S7 la série Zun converge alors lim wu, = 0.
n—-+00

Preuve. On au, =S, — S,,_1 et ’1_1>IJ£1 S, = S donc

lim w, = lim S, — hm Sp-1=5-85=0

n——+00 n——+00



1
Remarque 1.11. La réciproque est fausse : La série harmonique Z — diverge malgré que
n
1

lim — =0.
n—-+00 N,

1 n 1 1
Eneﬁet:Onposevn:—etSn:ka:1+§+...+—.

n — n
S S—1+1++17>1+1+ r o]
M 0l T2 " "o T on T on T Ton on 2

1
Donc Sy, — S, > o d’ou la suite S, me peut pas converge sinon on obtient 0 > 5 ce qui

est absurde. Donc la série Z% diverge.

Définition 1.12. Par contraposée, si (u,), ne tend pas vers 0, alors la série Z u, diverge.

On dit que Zun diverge grossierement.
Exemples 1.13. 1. La série Y cos(n) diverge grossiérement car la suite (cos(n)), ne
tend pas vers 0.
2. La série harmonique diverge mais pas grossierement.

3. La série 32" diverge grossiérement car la suite (2"),, tend vers +oo.

1.1.3 Opérations sur les séries convergentes

Théoreme 1.14. Si les séries Zun et Zvn convergent et leurs sommes S et S’ alors

on :
1. La série Y (u, 4+ v,) converge et sa somme est S+ 5.

2. La série Y _(Au,) converge et sa somme est AS, VA € R.

Preuve. a) up+vo+us+vi+...4+up+v, = ugtur+...4u, +vo+v1+... v, = Sp+S;, — S+5’
qd n — 4o00.
b)Aug + Aug + ... + Aup, = AMug +ug + ... +uy) = NS, = AS gd n — +o0.

Exemple 1.15. 1. 51 Zun et Z(un + v,) convergent alors Z Uy CONverge.
2. Si Zun converge et Z v, diverge, alors Z(un + v,) diverge.

Remarque 1.16. Si Z Uy, et Z v, divergent, on ne peut rien dire sur la nature de Z(un+

Up).
“+o00
Proposition 1.17. Soit (u,), une suite réelle positive. Si Zun converge alors Z Uy, > 0.

n=0
Corollaire 1.18. Soient (uy,), et (v,), deuz suites réelles vérifiant pour tout n € N,
Up < Up.

+o0 +o00
Si Zun et Zvn convergent, alors Z Up < Z Uy, -
n=0 n=0

6



1.2] Convergence par comparaison a une série posi-
tive

1.2.1 Séries a termes positifs
Définition 1.19. Une série u,, est dite a termes positifs si pour tout n € N on a u, > 0.

Proposition 1.20. Pour qu’une série Zun a termes positifs converge, il faut et il suffit
que sa somme partielle S, soit majorée.

Preuve. On pose S,, = Z Uk, ON @ Spy1 = Sp+ Uprr > Sy, car upq > 0 done Spy1 > Sy
k=0
La suite S,, est alors croissante, donc pour qu’elle admet une limite finie il faut et il suffit

qu’elle soit majorée.

1.2.2 Comparaison de séries a termes positifs

Définition 1.21. (Critére de comparaison des séries)
Soient Zun et Zvn deux séries da termes positifs, tel que 0 < u, < v, Vn € N, alors on
a

1. Si Zvn converge alors Z U, CONVETge,
2. Si Zun diverge alors Z v, diverge.

Preuve. 1) On pose S,, = Z up et S) = Z V.
k=0 =
0 <wup <wvg donc0< S5, <S8!

Zvn converge implique que la suite S! converge donc S! est majorée, or S, < S/ donc
S, est majorée, ce qui donne S, converge ce qui implique que la série Y u, converge.
2) est simplement la contraposée de (1)

1

1
E le 1.22. 1) = < _
xemple ) 5 = Y p—

1
, donc la série Z — converge car la série Z
n(n —1) n
est converge.

9 L< 7

Remarque 1.23. Le résultat reste vrai si la comparaison ne vaut qu’a partir d’un certain

donc la série 7 est divergente.

3

rang.

Proposition 1.24. Soient Z Uy, €t Z v, deux séries a termes positifs avec u, ~ v, quand
n — +o0, alors on a :



Zun est convergente <= Zvn est convergente.

Un . Uy, 1
Preuve. Puisque lim — =1, alors 3ng € N tel que sin >ng ona | — —1|< 3 donc
v

n=+00 U, n

1 3
— <2< Vn>ng, = Yn>ng: tu, <u, <32
2 v, 2 2 2

1
o S5 Zun convergente alors Z 51}” convergente, d’ot Zvn convergente.
. . 3
e Réciproquement, si Zvn convergente alors Z §u" convergente donc Z U, convergente.

1
n2+n

1
Exemples 1.25. 1. Z converge car n2—1+n ~ # et Z — converge .
n

1
. 1 1 .
diverge car o o et Z - diverge .

2 anﬁ

Proposition 1.26. Soient Z“n et Zvn deux séries a termes positifs.
1. Siu, = O(v,) quand n — 400, alors Zvn converge = Z U, CONVETgE.

2. St u, = o(v,) quand n — +oo, alors Z v, converge = Zun converge.

Preuve. 1. Siu, = O(v,) quand n — +oo, alors la suite (3), est bornée, donc
dM > 0, dng € N tel que sin > ng onaOS%SM, alors Yn > ng, = VYn > ng :
0<u, <Muv,. o
Si Zvn converge alors Z Muwv,, converge, d’ou Z Uy, CONVETge.

2. st u, = o(vy,), alors u, = O(v,), donc si Zvn converge alors Zun converge.

si ; 1
Exemples 1.27. 1. ) m(zm converge car Sl?@# = O(#) ety — converge .
n n

2. Z ln(n + 1) In(n+1) _

1
(n+ 1)° converge car (n+J1r)3 = o(#) et Z 3 converge.

Exemples 1.28. La proposition précédente est fausse sans [’hypothése positifs.

1.2.3 Séries et regles de référence

a) Série de Riemann

1
Proposition 1.29. Soit a € R, la série Z — converge si a > 1 et diverge si o < 1.
nCM

1
Exemples 1.30. 1. Z — converge car 2 > 1.
n



1
2. Z ﬁ converge car % < 1.
1
3. Z 3 converge car % > 1.
b) Critére de d’Alembert

u
Proposition 1.31. Soit Zun une série a termes positifs telle que lim ntl
n——+00 Up,

1. Sil <1 :la série Zun converge ;
2. Sil>1:la série Zun diverge.

A Sil =1, ce critere ne donne rien.

" n " 1
Exemple 1.32. a) u,, = L aic s Y (n+1) = <n + )= e log(1+3)
n! Uy, nn n

lim 4 =e>1 dou Zun diverge.

n——+00 Uy,

& Up+1 b
b) u, = — avec b >0, = — 0 < 1 donc U, CONVET]E.
) n! U, n+1 Z v

c) Critére de Cauchy

Proposition 1.33. Soit Zun une série a termes positifs telle que ml_lgloo Y, =1 alors :

1. Sil <1 :la série Zun converge.
2. Sil>1:la série Zun diverge.

3. 81l =1 : ce critére ne donne rien.

1
Exemple 1.34. Pour a > 0 et n € N* on pose u, = (a + —)". Trouver la nature de la
n

Série > Uy,
1
e Ona VYu,=a+ —= lim VYu, =a.
n n n——+00 n

* Sia>1 alors > u, diverge.
* Sia <1 alors Zun converge.

1
x Sia=1 al (ot )= s+ 1) — e 40 done Y u, di
1 a = awors U, = (a n =e€ ,m_lﬁl_looun—e onc Un aVErge.

1.8 Série a termes réels

1.3.1 Convergence absolue

Définition 1.35. La série Y w, est dite absolument convergente si la série » _ |u,| est
convergente.



1 n—1
Exemples 1.36. 1. La série Z ———— converge absolument.

sin( n)

2. La série Z

converge absolument.

(—=1)"
3. La série Z 7)

ne converge pas absolument.

Théoréme 1.37. Soit (u,), une suite réelle.

Si la série Zun est absolument convergente alors celle-ci converge et on a :

nO

Remarque 1.38. i) La réciproque de la proposition précédente est fausse.
it) Ce résulat, permet parfois de ramener le probléme a 'étude de série d termes positifs.

="

Exemple 1.39. a) Soit u, = ~—
n

1 1
on a |u,| = —, la série Z — converge, donc la série
nt n?

Zun absolument convergente donc converge.

: (=1)"
b) Soit v, = on a |v,| =
/ g el =

absolument convergente.

. La série Z — dwerge donc la série Z v, n'est pas

m\H =

1.3.2 Séries altérnées
Définition 1.40. La série Zun est dite altermée si on a :
up, = (—1)"a,, ¥n € N avec a, > 0 Vn € N
ou bien si on a :
u, = (—1)""a, aveca, >0Vn eN

Théoréme 1.41. Ctitére de Leibniz

Soit Z —1)"u,, une série alternée avec u, > 0, Vn € N. Si la suite u,, est décroissante et
st ngrfm u, = 0, alors la série Z )"u, est convergente et on a |R,| < upy1, Vn € N ot
R, = Jio (—1)Fuy
k=n+1
Exemple 1.42. Etudier la série Z (_1)n'
Vn
C’est une série alternée, on a L est décroissante et lim —= = 0 donc par le Théoréme

i L

-1
de Leibniz, la série Z ) est convergente.

NG

10



Définition 1.43. Une série qui converge sans étre absolument convergente est dite semi-

convergente.

—1)"
NG

Exemple 1.44. Z ( est semi-convergente.

1.3.3 Exploitation d’un développement asymptotique a deux termes

(=1)"
n—+ (=11
La série est altérnée, mais son terme ne décroit pas en valeur absolue.

Exemple 1.45. Déterminons la nature de la série Z

Au voisinage de 0, on a

1
1+z

=1—x+o(x)

Alors pour tout n € N on a
(=" (=1)" 1
nE (D T e Ty G
—1)" -1 n—1 1
GGy

n n n
(=1 1
B n + 3 o (nQ)
Puisque les séries Z ﬂ et Z L comuvergent, alors la série Z & converge.
n? n+ (=1)1
, . - (=1t
Exemple 1.46. Déterminons la nature de la série »  In(1+ T)
n
Au voisinage de 0, on a
In(l4+2z)=x— % + o(z?)
Alors pour tout n € N* on a
(_1)7171 (_1)n71 1 1
In(1 = - —
n(l+ Vn ) Vn 2n - O(n)
Alors In(1 + (_1)n_1) i L p 3 (In(1+ (=1 1) EV7 4
ors In — ~ ——. Donc n — erge
vn n 2n vn vn J
' . (_1)7171 ( 1)71 1 '
et puisque la série Z ———— comwverge, alors la série Zln (1+ NG ~————) diverge.
n

11



CHAPITRE 2

Séries entieres

2.1 Définition d’une série entiere

Définition 2.1. On appelle série entiére toute série dont le terme général est de la forme
anx™, ot (a,), désigne une suite réelle et x € R. Une série entiére est notée Y a,z™.
L’ensemble : A = {x € R: Y a,x"converge} est appelé domaine de convergence de la série
entiere > ap,x™.

n

x
Exemples 2.2. 1. Z -
n!
x" ) s , . Up1 . T
Posons u,, = — et appliquons le critére de d’Alembert, lim = lim =
n! n—+oo | U, n—+oo |n + 1
0 < 1. La série entiere Z% est absolument convergente pour tout x € R ; donc
A =R.
a:.n
2
" U n?
Soit u, = —, on a lim "= Jim | ———a| = 2.
n n—+o0o | U, n—+o00 (n + ]_)2
e Si|x| <1, la série est absolument convergente et si |x| > 1 la série diverge.
z|" 1 n
e Ftudions le cas ou |x| = 1. on a |u,| = % = —;. Donc la série 3 75 est alors
n n
absolument convergente dans [—1,1]; d’ou A = [—1,1].

3. S nlx”
Posons u,, = nlz™ et appliquons le critére de d’Alembert,

+o00, six#0;
0, stx=20

La série enticre Y nlz" est convergente si et seulement si x =0 ; donc A = {0},

4

un+1

U,

= lim |(n+1)z| =

n—-+o0o

lim
n—-+o0o

12



n

. x .
Soit u, = —, on a lim ‘
n n—-+0o0o

Up+1 .
= lim = |x|.
n——+00

T

Up, n+1
.o Si|x| <1, la série est absolument convergente et si |x| > 1 la série diverge.

e Etudions le cas ot |z| = 1.

1
x Six =1 : c’est la série harmonique Z —, elle est divergente.
n

(="

x Six = —1 : c’est la série harmonique alternée Z , elle est convergente.

Dot : A =[-1,1].

Lemme 2.3. Lemme d’Abel
Soit Zanac” une série entiére. On suppose quSil existe xo € R tel que la suite (anxy)y soit

bornée, alors La série Y a,a™ est absolument convergente pour |z| < |x|.

Preuve. La suite (a,x), est bornée, il existe M > 0 tel que Vn € N|a,zf| < M.
n
Py

Pour |z| < |zol, |anz"| = |anxy] -

.. xr
La série Z ‘
Zo

le théoréeme de comparaison, la série Z |a,x™| est convergente et par conséquent la série

Z
Zo

n
est une série géométrique de raison

L1 < 1, donc convergente. D’apres
Zo

> anz" converge absolument pour x| < |xo|.

2.2 Rayon de convergence d’une série entiere

Pour les séries entieres, la notion de convergence prend une forme assez simple.
Théoreme 2.4. Soit Z a,x" une série entiere, alors il existe un unique nombre réel R > 0
(éventuellement infini) tel que :

1. > anz™ converge absolument dans | — R, R|

2. Y a,x" diverge si |z| > R.

Définition 2.5. Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série entiére Z apx".

Remarque 2.6. Le rayon de convergence d’une série Zanx" est caractérisé par :
1. Silz| < R, alors Y a,a” est absolument convergente.
2. Si|z| > R, alors Y a,z™ diverge.

3. |z| = R est le cas douteux ot on ne peut rien dire sur la nature de la série.

13



2.2.1 Détermination du rayon de convergence

Lemme 2.7. Lemme d’Hadamard
An41

Qn,

= lim {/la,| =1€ RTU

Soit » a,x" une série entiére. On suppose que lim
" n—-4oo

n—-+00
{+oo}.

Le rayon de convergence R est donné par la relation : R = %

. An+1| . . R
Preuve. 1. Posonsl = lim |—=|ui En utilisant le critére de d’Alembert on a :
n—-+00 Qy,
. apgaa™t? .| N
lim | ———| = lim |——| = [|z|d Ceci implique :
n——+00 a,x" n—+oo | @,

a) (llz] <1 & |z| < }) = la série est absolument convergente.
b) (l|lz| > 1 & |z| > 1) = la série est divergente. D’aprés la remarque précédente,

R

2. Posons | = 1_1)111 \/|an|. En utilisant le critére de Cauchy :

liril /|anx™| = l|lz| puis on adopte le méme raisonnement que précédemment, on
n—-+0o0

1

-

aboutit a la méme conclusion; R =

Exemples 2.8. 1. Z a%
n!

a n!
On a a, = —, utilisons le critére de D’Alembert : lim "= lim |———| =
n! n—+oo | a, n—+oo | (n 4 1)!
1
lim =0, donc le rayon de convergence est R = +00. La série est absolument

n—+oom 4+ 1
convergente pour tout x € R.

xn
P
Ap+1

On a lim
n—-+o0o

2
= lim n =1, donc le rayon de convergence est R = 1.
an, n—-+o00 (n—+1)

La série est absolument convergente pour tout |z| < 1 et divergente si |z| > 1.

l,n
235

Le critére de Cauchy donne :

[ 1 1
lim {/— = =, donc le rayon de convergence est R = 2. La série est absolument
n—-+0o on 2

convergente pour tout |x| < 1 et divergente si |x| > 1. La série est absolument

convergente pour tout |x| < 2 et divergente si |x| > 2.

4. Z 3nx2n+5
3n+1x2n+7

()n al= lim ‘4444444'::31f2
n—+oo 3ngp2n+sd |
1

La série converge si 3|z|? <1 & |z| < 75> d’ot le rayon de convergence est R = :

%.
La série est absolument convergente pour tout |x| < % et divergente si |x| > %
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2.3 Propriétés

Ce paragraphe étudie les propriétés de continuité, de dérivabilité et d’intégrabilité de la
fonction somme des séries enticres.
2.3.1 Continuité d’une série entiére

Proposition 2.9. est alors continue.

2.3.2 Dérivée d’une série entiere

Proposition 2.10. Soit Zanx" une série entiere de rayon de convergence R et soit
+oo

f :] = R,R[— R la fonction définie par f(x) = Zanx". Alors [ est dérivable et on a
n=0

f'(z) =1 napa™ L.

Exemple 2.11. On sait que la série entiere Zx” est de rayon de convergence 1.

1 —_—
l—az

1 1 oI el
Ve el —1,1], (1—:1:)2:( )zan ,
n=1

l1—2z

+oo
De plus pour tout x €] — 1,1], Zm”, donc d’apres la proposition précédente
n=0

Corollaire 2.12. Soit Zanx" une série entiére de rayon de convergence R et soit f :
+o00

] = R,R[— R la fonction définie par f(z) = a,a". Alors [ est indéfiniment dérivable
n=0

o : =70 L,
(f est de classe C*(| — R, R[)), et l'on a :Vx €] — R, R[, f(z) =) x

= nl
+oo
Preuve. En effet, si f(z) = Z a,x" par application de la proposition précédente on a
n=0

+o0
fl(x) = Z na,x" ', et par récurrence, la dérivée d’ordre k est donnée par la relation :
n=1

“+oo
fB @)= nn—-1)(n—-2)..(n — k+ Daa"".
n=k
De cette expression, il résulte que f*(0) = apk!, c’est-a-dire que a, = fUCk)!(O)'

2.3.3 Primitive d’une série entiére

Proposition 2.13. Soit Zanx” une série entiere de rayon de convergence R et soit

+o00o
f ] = R,R[— R la fonction définie par f(z) = > a,a". On considére la fonction F
n=0

15



+0o0
— R, R|— R définie par F(x) = A 2"t Alors F'(x) = f(z) pour tout z €] — R, R|.
+1

n=0 n

a
137”“ est R car

Preuve. Le rayon de convergence de la série entiere Z

_ par M+ 1 ) n, 1 . L .

lim 1 ' = lim |2 = =, D’apres le théoreme précédent on conclut que
n—+oo|n +2 a, n—+oo | q, R
Fr=f.
Remarque 2.14. Si f Zan ", avec a, € R et v €] — R, R, alors [y f(t)dt =
z [+oo +oo T +oo a " +ooa 1

at" | dt = an/ thdt = D _gntl = 2" pour tout x €] — R, R|.

F(Emr)a=Eon [ ra=E -5 5 R

Exemple 2.15. On sait que la série enticre Zw” est de rayon de convergence 1 et Vx €

=11 = 2 ()

e En remplacant x par —zx dans (x), on obtient 132 = Z )" (xx) et d’aprés la
n=0
+o00 xn-i—l "
proposition précédente Yz €] — 1,1[, In(14+z) = > _(—1)" = Z )yt
n=0 +<>o
e o En remplacant = par z* dans (%x), on obtient T Z(—l)” et d’aprés la
x n=0
+00 2n+1 "
proposition précédente Vx €] — 1,1[, arctan(z) = > _(—=1)" 1 Z e
n

n=0

Fonctions développable en série entiere

+00o .1
Théoréme 2.16. 1. Vx e R, e = m—'
“— n!
-FZOO xZn
2. Vx € R, cos(x) = ) (—1)"
n=0 (271)
+oo $2n+1
3. Vr € R, si = B
r € R, sin(x) nzz:o( ) 2n T 1)
Jio:o x2n
4. Yx € R, cosh(z) =
= (2n)
“+oo x2n+1
5. Vx € R, sinh(zx) =
(z) z:% (2n+1)
1 =
6.V — 1.1}, — = n
z E] ) [7 1—x 7;)55
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7. Ve el —-1,1], —— =
v €] 1+3: nz‘;
400 :L.n
8 Vo el —1,1] n(1+z) =3 (-1)""'=—
n=0 n
9. Vx €] —1,1], In(1 — x) Z*
n=0 n
+o0 m?n—l—l
10. Yz €] — 1, 1], arctan(z) = ;(—1)712” )

1.V €]~ 1,1, 1 +2)* = i" afla—1).(a—n+1)

xn

= n!
Xn-1,
Exemple 2.17. 1. Calculons la somme Z x".
= n!

Posons u, = ”n;,l On vérifie facilement que la suite (%) tend vers 0, et donc le
! v In
rayon de convergence de la série entiere est égal a +00. Pour déterminer sa somme,

on écrit que pour tout x € R,

+00 +00 n
n—1 T
I D) DR
n=0 n! n=1 (n
+oo
n+ 2
2. Calculons la somme Z x"
—n+ 1
Posons u,, = Z—ﬁ On vérifie facilement que la suite ("Z—Il)n tend vers 1, on en
déduit que le rayon de convergence de la série étudiée est égal a 1. Pour som-
+o00
;. | ) L n—+2
mer la série entiére, il suffit d’écrire Z—ﬁ =1+ T+17 ce qui donne Z —y 1  r—
1 1&gt 1 In(1 —x)
C1l-z —n+ 1 1-=z xr
+o0 x2n
3. Calculons la somme Z
= 2n+ 1
Posons a, = 5 +1 On a any1/a, — x2. Ainsi, si |x| < 1 la série est convergente

et si |x| > 1, la série est divergente. Autrement dit, on a prouvé que le rayon de
convergence est égal a 1. Posons, pour €] — 1,1[, S(x) la somme de la série entiére.

Alors S est dérivable sur | —1,1[ et (S)'(x) = 3,20 22" 1jx2 = 11/2 + 11%

Par intégration, on en déduit que pour tout | —1 1[ on axS(x)= %1 (p_r—ﬁ) et donc,
pour x # 0, S(z) = ln(”x) De plus, S(0) =

4. Trouver le rayon de convergence R, puis calculer pour tout x €] — R, R|, la somme

S(z) =335 (235:)!'

17



Le rayon de convergence est égal a +00.
Lorsque x > 0, alors S(z) = 329 (@;n = cosh(y/z).

Lorsque x <0, S(x) = Z;Z%(—l)”(‘/(;:ﬂ))fn = cos(v/—x).

18



CHAPITRE 3

Intégrales simples et primitives

3.1 Intégrales et Sommes de Riemann

Définition 3.1. On appelle subdivision d’ordre n de l'intervalle [a,b] toute partie finie,
o ={wg,x1,...x,} de [a,b] telle que a = x9 < 17 < 9 < ... < Tp_1 < T, =b.

o On note I =[xy, xr11] un intervalle de la subdivision et ly = x4 — x) sa longueur.

o Le nombre II, = 0<rl£1<a;(_llk est dit pas de la subdivision.

Exemple 3.2. La subdivision équidistante d’ordre n est la subdivision obtenue en découpant

a
Uintervalle [a,b] en n intervalle de méme longeur : x, = a + k avec k = 0,...,n,

_ h—
b aetHazia
n n

n

Iy =

Définition 3.3. Soit f une fonction définie sur un segment [a,b], soit 0 = (a = xo < 11 <
<o < x, = b) une subdivision de [a,b], et soit &, ..., &, des réels tels que, pour chaque i,
& € [zi_1, 7). On appelle somme de Riemann de f associée d o et auz & la somme définie
par :

n

S(f7 g, 5) = Z(mz - xzel)f( 2)
i=1
Théoréme 3.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, lorsque le pas de la

subdivision tend vers 0, la somme de Riemann S(f,0,£) tend vers une limite finie, cette
b

limite est noté par/ f(z)dx et est appelée l'intégrale de f sur [a,b].

Remarque 3.5. Géométriquement, les sommes de Riemann peuvent étre vues comme une
valeur approchée de l'intégrale de f par la méthode des rectangles. Le théoréme suivant
explicite qu’elles approchent effectivement l’intégrale de f.
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Précisément, 'écart entre [” f(t)dt et S(f,o,€) peut étre majoré par une quantité ne dé-
pendant que du pas de la subdivision, quantité qui tend vers 0 lorsque le pas tend vers
0.

Le plus souvent, ce théoreme est appliquée lorsque la subdivision est réguliere, et lorsque

les &; sont égaux a x; ou x;_1. On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 3.6. Soit Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors,
b—a b—a b
li :/ t)dt
Jim g (a0 ) = [
, 1 1 1 .
Exemple 3.7. Soit u, = + + ...+ ——, calculer lim u,.
n+l n+ 2 n+n n—+00
— Z”: r z”: 1 1
"+ k Za(l+h) ”k11 %
1 & Lk
Soit f(x) = 1 on a : U, = ﬁkz::l (E
. ! 1 :
Jim w, = [ f)de = [ dr = [log(1 + 2)]; = log(2)

3.2] Propriétés de l’intégrales
Proposition 3.8. Soit ¢ €]a,b] et f une fonction continue sur [a,b], alors on a la relation

de Chasles : ) . ,
/Gf(x)dx:/a f(x)dx—l—/c fl@)dz

Proposition 3.9. Soient f et g deuz fonctions continues sur |a, b, alors on a :

i} /ab(erg)(x)dx:/abf(x)dac+/abg(m)dx

b b
2. Pour tout \ réel, / A (z)dx = )\/ f(z)dx
b
3. 8i f >0 sura,b alors/ f(z)dx >0

4. Si f < g sur|a,b] alors /b flz)dz < /bg(x)dx

Preuve. 1) et 2)- On a

b—a'&
Z(f + 9)(7)
k=0
b—a n—1 h—qm= 1
et S () () = Z f(zx) et par passage a la limite on a le résultat.
k=0 k=0
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n—1
> f(xk) > 0 et par passage d la limite on a le résultat.
k=0

4) Sig—f >0 surla,b alors/ (9—f)(x)dx > 0, et par consequent/ x)dr < /

a

b
3) Si f >0 alors

Convention :

1. Si f est définie au point a alors / f(z)dz =0

b a
2. Sia>betsif estcontinue sur [b,a] alors / f(z)dx = —/ f(z)dz
b

a

Corollaire 3.10. Si f est continue sur |a,b], on a \/ x)dz| </ | f(z)|dx.
Preuve. On a —|f(z)| < f(z) < |f(x)| donc

_/|f ]dx</ d;p</]f )|dx

Doit| [ el < [ 1)l

Proposition 3.11. (1¢ Formule de la moyenne)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. On suppose que g garde un signe constant
sur |a, b], alors il existe ¢ € [a,b] tel que

b b
[ 1@g@)de = f(e) [ gla)da
Preuve. Supposons que g est positive sur |a,b] et soient m = [mff et M =sup f, on a

0.6
Vr € [a,b] m < f(z) < M, donc Vz € [a, b

mg(z) < f(x)g(x) < Mg(z)

m [ o) = [ rgtrs < [ gt

b b
Si / g(x)dx =0 alors / f(z)g(x)dx = 0 et l’égalité est vérifiée pour tout ¢ € [a,b).

et par suite

b b
Si/ g(z)dz #0 alors/ g(x)dx >0 et m < =%— <M
’ ’ / g(x)dz
Comme f est continue sur [a,b], f atteint ses bgrnes, il existe donc c¢; € [a,b] et d; €
la,b] tels que m = f(c1) et M = f(dy) et d’aprés le T.V.I, il existe ¢ € [a,b] tel que
b
b

/a/fb(ng)(z)d$ = f(c), ce qui implique que /a f(z)g(z)dz = f(c) /abg(x)dx
g(z)dx
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Corollaire 3.12. Soit f une fonction continue sur [a,b] alors il existe ¢ € [a,b] tel que
b
| f@de = b= a)f(e)

Preuve. On applique la proposition d la fonction g = 1 sur [a,b].

.3 Primitives

Soit I un intervalle de Ret f: [ — R.

Définition 3.13. Une fonction F' : I — R est une primitive de f sur I si : F' est dérivable
surl etVx € I: F'(z) = f(x).

Proposition 3.14. Soit I un intervalle de R. Si F' est une primitive de f sur I alors :
1. F+ K, avec K € R, est une primitive de f sur I.
2. Toute primitive G de f sur I est de la forme G = F + K, avec K € R.

Une primitive de f est appelée intégrale indéfinie de f et est notée /f(ac) =F+K.

Preuve. 1) (F(z)+ K)' = F'(z) = f(z) donc F + K est une primitive de f.

2) Soit G une primitive de f sur I. Soita € I et x € I, parle T.A.F appliqué a la fonction
G — F sur lintervalle fermé d’éxtrémités a et x, il existe ¢ compris strictement entre a et
x tel que (G — F)(x) — (G — F)(a) = (x — a)(G — F)'(¢)

Donc G(z) — F(z) — G(a) + F(a) = (x —a)(G'(c) — F'(c)) =0

D’ou G(x) = F(z) + G(a) — F(a) = F(z) + K.

Théorémme 3.15. Si f est continue sur I et a € I, alors la fonction F définie sur I par
F(z) = / f(t)dt est une primitive de f sur I

Preuve. Soient v € [ et h € R telle que x +h €I, on a :
Fz+h)— F(z) = / ft ﬁ—/"f

- /f ﬁ+f% ﬁ—f}@ﬁ
:lf%f@ﬁ ‘

f étant continue sur l’intervalle d’éxtrémités x et x + h, d’aprés la formule de la moyenne

il existe ¢, compris entre x et x + h, tel que

Flz+h) - L/ F(O)dt = (z + h — 2)f(cn) = hf(cp)

22



Puisque f est continue, nous avons

oy P+ h) = Flz) _
h—0 h h

im f(cn) = £(2)
Do F'(z) = f(x)
Proposition 3.16. Soit f une fonction continue sur I.

1. Pour toute primitive G de f sur I, on a :

2. F(z) = / f(z)dz est la seule primitive de f qui s’annule au point a.

Preuve. 1) D’aprés la proposition|3.14, on a G(x) = F(x)+K donc G(z) = / f(z)dz+K

d’ot G(a) = /aa flz)dr + K = K donc G(z) = /aw f(z)dz + G(a) ce qui implique que
/: flz)dz = G(z) — G(a).

2)30 On a F(a) = a. Réciproquement, si G est une primitive tel que G(a) = 0 alors
| @) = Ga) - Gla) = Gla) doi Gla) = [ fla)da.

Corollaire 3.17. Soient f une fonction continue sur [a,b] et u et v deuzx fonctions dé-
rivables a valeurs dans [a,b]. Alors si F(x) = /72?) f@)dt on a F'(x) = v'(x)f(v(z)) —
' () f (u(x)).

Preuve. Posons G(z) = /j f(t)dt

F(x):A:i?)f(t)dt _ /”)f dt+/

= " dt—/ F(t)dt
= G(v(z)) = G(u(z)).
D’ou

Fi(z) = v'(2)G'(v(x)) — v/ (2)C (u(x))
= () f(v(x)) — v'(2)f (u(z))

2

Exemple 3.18. Calculer la dérivé de h(x) = / i eSin() g
Ona : h/<,§l:) = 2x€51n(_$2) + 1Ox4esin(2x5)
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Primitives cgﬁs fonctions usuelles
/xo‘dx: §+1 + K pour a € R\ {1}

1
/—dq: =log|z|+ K
T

/cos(m)dw =sin(z) + K

—

sin(z)dr = — cos(x) + K

/ de_ _ tan(x) + K

—dx
/ (1) = cotant(z) + K
/exda: ="+ K

/chx de = shx + K

/shxdx =chr+ K

/ln(a;)dx =zln(z) —z+ K

dx
/ = arctanz + K
1+ a2

/dx—arcsinx—i—K
Vi—az?

d
/\/$:argshx+K:log(x+\/1+x2)+K

x

d
/\/23071:argchx+K:10g(:v+\/x2—1)+K

x —_—

Théoréme 3.19. Soit I un intervalle de I. Si f et g ont des primitives sur I alors f+ \g
admet aussi une primitive sur I et on a : /f + g = /f + )\/g

Théoréme 3.20. (Intégration par parties)

Soient f et g deuz fonctions de classe C* sur [a,b], on a alors :

1. [ F@g@)de = f(@)g(@) - [ fa)g (2)da
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2 [ Fgta)ds = F0)0) ~ F@gla) ~ [ f)g @)z
Preuve. Il suffit de remarquer que (fg)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)d' (x).

Exemple 3.21. 1) Calculer /xzexda:

On pose f(z) = e” et g(x) = x* donc f'(x) = €* et ¢'(v) = 2z
/xzexdm = f(x)g' (x) — /f(z)g’(x)dx = 2%e" — /2$€xdl'
On pose f(x) =¢€" et g(x) = 2x donc f'(x) =€" et ¢'(x) =2
/xQe’”da‘; = f(z)g'(x) — /f(:t:)g’(x)dx = 2xe” — /2ezdx

Donc /x%‘”dw = 2zxe” — 2" + K, d'ou
/ﬁe”&d:v = 2% —22e” + 2"+ K = (22 — 20 +2)e" + K

2) Calculer /sin(a:)exdx
On pose f(x) =sin(z), g(x) =€ f'(z) = cos(x), ¢'(x) = €”

/Sin(x)e””da: = ¢"sin(x) — /Cos(x)exdx
= e"sin(z) — (e” cos(x) + /e‘” sin(x)dx)
= e"sin(z) — e cos(x) — /sin(x)e””dx
Donc Q/Sin(x)e””dx = e”sin(z) — €” cos(x)
D’ot /sin(x)e”“"dx = ;(sin(a:) —cos(x))e” + K

Remarque 3.22. Pour calculer/P(aj) cos(fx), /P(az) sin(fz) ou /P(x)eo‘x avec P un
polynome a coefficient réels, on fait des intégration par parties pour diminuer le degré du
polynéme P jusqu’a sa disparition( comme l’e:vemplem

Théoréme 3.23. (Changement de variables) Soient f : [a,b] — R continue et ¢ :
[, B] — [a,b] de classe C* alors

Preuve. Soit F' une primitive de f sur [a,b], soit G(t) = F(p(t)) pourt € [a, B].
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On a : G'(t) = @' (1) F'(p(t)) = ¢'(£) f(e(t)) donc

[ seoywar = [ 6w =G - 6la)
= F(o(5) - Fle(a)

= /;:j) f(z)dz

Remarque 3.24. Dans la pratique, il suffit d’écrire x = ¢(t) et do = ¢'(t)dt.
Sit =« alors r = ¢(a)
Sit = alors x = ¢(P)

B , e e
[ fetng = [ ja)dr.

L e
Exemple 3.25. 1) Caleuler | ——dt
xemple ) Calculer T

On pose x = €t, on a dox = e'dt.
t=0alorsx =1

t=1 alors r=ce
/0 m = / d.T = arctan( )]1 = arctan(e) _ arctan(l)

2) C’alculer/ sin 3(t)dt
0

jus

I= /O ? sind(t)dt = /O sin?(t) sin(t)dt

-

INIE]

Wl

sin®(t)dt = /0

On pose x = cos(t), de = —sin(t)dt
0 1

I:—/ 1—2 :/ 1—2 = _— :1——:—
- = [0 r =~ Tl =1- =2

Jus

Exemple 3.26. 1) Calculer /2 cos?(t) sin(t)dt.
0
On pose x = cos(t), dv = —sin(t).

3 0 1 x3 1
/ cos?(t) sin(t)dt = / vidr = / vidr =[5 = <.
0 - 1 0 3 3
2) C’alculer/§cos5(t)dt.
0

/075 cos®(t)dt = /0g cos®(t). cos(t)dt = /o (1 — sin®(t))? cos dt.

On pose x = sin(t), dx = cos(t)dt.

26



° 3 1 2 8
= ot =14 2= —
w5 -25h=1ts 3=

Primitives des fonctions rationnelles

Une fonction rationnelles est de la forme F(z) = %, ou P et @ sont deux polynoémes a
coefficients dans R.

On sait que toute fonction rationnelle se décompose comme suit :

F(x) = Qs(x) + Q ( ), ou deg(Py) < deg(Q1), @1 unitaire et Q2(x) € R[X]

On sait que @1 (x) peut étre mis sous la forme :
Qi(z) = [[(z —r) H 2® + pjx + q;)" avecp§—4qj<0
i=1 j=1

et par suit la décomposition en éléments simples, on obtient :

F(I)=Q2($)+ZH:Z_: cmz) +§;Z ag;x + bg ; )

i—1 — (22 + pjz + q5)°

ou les k;, h; € N et ca4,0a8;,bs5,p,9 € R, avec p? —4q; <0
Le calcul des primitives de fonctions rationnelles se rameéne donc a celui des primitives de

fonctions de la forme :

1. /x”dx, n € N.

1
2. /7dx,r€]R,n€N*
(x —r)"

b
3. / > —7—pr+ q)ndx avec p? —4q; <0

Nous avons donc,

1. /x”dx:n
2, /(x_lr)n:

3. Calcule de /

anrl +e

log|lz —r|+c¢ sin=1
n 1 .
(x —7) +1:(1—n)(x—7’)”—1+081n>1’

-n+1
ar +b
(2% 4+ px +q)"

dx avec p*> —4q < 0,n € N*
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2 1
ona/( ax +b 2/ 2 rrp dx+(b—pa)/( dx

22 + px + q)" +pr+q)" 2 z? + pr +q)"
On a
%+ p log(z® +px+q)+c; sin=1
/(:E2+px+q)”dx: ! +csin> 1
=)+ prt g
1
Reste l'intégrale de la forme / dx
(% + pr +q)"
On a :
2 n Po, da—p . Ag—p . 204D o
_ p _ 1
(@ pa o) = (o + 5+ ) = (L )
0 2v +p 2 d
n pose u = ————, ———dx
Vg — p2 T Vi1
1 4 n 1 4 \/4q p?
/ 5 dr = ( 2>/ 2ot d = ( / 2
(22 4+ px + )" 4q —p ()2 4+ 1)n 4q—p u—l—l

v/ 4q—p?

1
On pose [,, = / Wdu, par une intégration par parties, on montre que

2nl, 1 = + (2n — 1)1,

et
I = / T du-arctanu+c

Exemple 3.27. Calculer / P 1dx.

Fla) = 3v 3z _ A n Bx+C
-1 (z—1@2+2+1) 2—-1 22+z2+1

A=((z—-1DF(x)1=1=A=1

lim 2F(z) =0=A+B=B=-A=—-1= B=-1

T—>+00

F0O)=0=-A+C=C=A=1=C=1
Donc
3z B 1 . —xr+1
-1 -1 22+zx+1
B 1 1 22+1 +3 1
-1 2224x+1 2224z +1
Donc
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/ 3r d / 20+ 1 / d
r = — | ————dx
=1 x—l 2 x2+x+1 2) >4+ x+1
3
= 10g|x—1|—§log(:p —I—.CE—{—1)+§I
1= te= 3/
avec l = | ——dor = | —————
2?4+ 1 (:c+ +§ “3) (EEE
2¢ 4+ 1 2
On pose u = ———, du = —=dx
g V3 V3
: 3
donc[—%? u2+1u:3irctanu+c : 1
D’ozl,/ da:—log|:c—1\ log(m + x4 1) + V3arctan( vt )+c
= V3
x
Exemple 3.28. Calculer 1 :/—d:p
P (x2 —:v+1)
/ o /
2 —x+1 2 2 _r+1
= ——F——— / d
2x2—x+1 2 +1)2x (*)
1
OnpOS@J:/MdQZ
1 16 1
Ona:J:/ = — dx
((z=3)*+73) 9 J ((B5)?+1)?
20 —1 2
On pose t = ——— du = —=dx
g V3 V3
1 1
jolvs 1
9 2 J (u®+1)2
1 1 —2u
DCL’I’LS/MdU07’Lp05€fzu,f/:1,g:u2_i_1,g/:(u2—i_1)2
donc
1 u 2u? u uw?+1-1
dy = —0 /70[ = — 2/7d
[t = et @r w1 ) e ™
U 1 du
- 2/7d —2/7
211 o)™ (u2+1)?
du 1
donc / 1 1) = i(uQ 1 + arctan(u)) + ¢
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D’ou

1
Par (%) on obtient I = —=

E@l( u

9 2 2 u2+1

4/3 o0r — 1

+ arctanu) + ¢

+ arctan(

9 VA

1 22-—1

> +1)
44/3 20 — 1

322 — x4 1

1
222 —x+1

+

1

t
g 2rc an( 73

V3

)+

r—1

C

)+

6 22 —ax+1 9
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CHAPITRE 4

Intégrales Généralisées

4.1 Généralités

Dans le chapitre précédent, on a défini et étudié la notion d’intégrale de Riemann d’une
fonction définie sur un intervalle fermé et borné. Dans ce chapitre, on cherche a étendre la
notion d’intégrale aux fonctions non nécessairement bornée et définies sur des intervalles
de la forme [a,b[; [a,+00], |a,b], | — 00, b], ]a, b, | — 0o, +00].

Définition 4.1. Soit f une fonction continue sur[a,b[ ota € R etb € R oub = +oo. Pour
x € [a,b], on pose F(x) = / f(t)dt. On dit que lintégrale de f sur [a,b| est convergente
ou existe si lirrll) F(z) existe et elle est finie.

z—

Cette limite est appelée intégrale généralisée ou impropre de [ sur [a,b[, et on la note par

b
/ F(t)dt.
— Si lirrll) F(z) n’existe pas ou égale a oo, on dit que l'intégrale de f sur |a,b| n’existe pas
z—
ou divergente.

Définition 4.2. Soit f une fonction continue sur|a,b] oub € R eta € R oua = —oo. Pour
b

x €la,b], on pose F(z) = / f(t)dt. On dit que lintégrale de f sur ]a,b] est convergente

ou existe si 3161_I>na F(z) existe ‘et elle est finie.

Cette limite est appelée intégrale généralisée ou impropre de [ sur]a,b], et on la note par

b
/ F(t)dt.
— St glclggl F(x) n’existe pas ou égale a oo, on dit que l'intégrale de f sur]a,b] n’existe pas
ou divergente.

+o0

Exemple 4.3. 1) Etudier la convergence de / e tdt.
0
Pourx>0ona :

T
/ etdt = [—e ' = -+ 1
0
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z 400 400
lim eldt = lim 1—e ™ =1. Donc/ e tdt est convergente et on a : / e tdt =
0

rz——+o00 Jo T——+00 0

2) Etudier | de [ L
tudier la convergence de
\/_ \/_
+oo dt
Pourx > 1 ona: \/_ [2\/_]1 =2y —2 — +00, qd v — +00. Donc 7 diverge
1

1 1 dt

Pour e >0 /E %: 2Vt]} =2 —2\/e =2, ¢gd e — 0. Donc/0 7i est converge et on a

it

0o Vit
b b

Remarque 4.4. 1) Si f est continue sur |a,b| et si c € [a,b] alors / f(t)dt et/ f(t)dt

sont de méme nature. En effet :
/f@ﬁ:/f@ﬁ+/f@ﬁ

€T
lim | f(t)dt existe dans R si et seulement si lim [ f(t)dt existe dans R
z—b Jq z—b Je

2) De méme si f est continue sur ]a,b] et si ¢ €]a,b] alors / t)dt et / t)dt sont de
méme nature.

= 2.

Définition 4.5. Soit f une fonction continue sur |a,b] (—oo < a < b < +00). On dit que
Uintégrale de f sur]a,b| est convergente s’il existe ¢ €la,b| tel que chacune des intégrales

de f surla,c| et sur [c,b] sont convergentes, et on pose
b c b
[ rwde= [ e+ [ ey
b

Le nombre / f(t)dt est indépendant de c, et s’appelle 'intégrale généralisée de f sur]a,bl.
+oo 1
Exemple 4.6. 1) Etudier la convergence de / mdt

7T
dt = [arctan t]j = arctanx — BL qd © — +00.

—_

Pour x >0 /
0

+o00 1
Donc / dt = T
0

1—1—52 ) 2
Pour x <0 / dt = [arctant]? = —arctan z — E, qd © — —00.
0o 1 1+12 2
T
Donc /_Oo 1+t2dt 5

“+o0 1 0 1 “+o0 1 T T
poi [T—dt= [t [Tt = T T =
e T2 o1 2T TptTo Ty

+o0
2) Etudier la convergence de / sin(t)dt
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Pour x>0 : / sin(t)dt = —[cos(t)]5 = —cos(z) + 1 n'a pas de limite gd © — +00, donc
0
T +oo
/ sin(t)dt diverge et par suite / sin(t)dt diverge.
0

—00

d
Définition 4.7. 1) Soit f une fonction continue sur)a, b et sur|b,d[. On dit que/ f(t)dt

a
b d
est convergente si les deux intégrales / ft)dt et/ f(t)dt sont convergentes, et dans ce
a b

cas on pose :
d b d
| rwae= [ s+ [
2) Soit ag < a3 < ... < ay, soit f une fonction continue sur |a;, ;11| pour chaque i €
{0,...,n — 1}. On dit que / ' f(t)dt est convergente si pour chaque i € {0,...,n — 1},
ao

Ai41
/ f(t)dt est convergente et dans ce cas on pose
a

i

Qit1

/aa" F(t)dt = nzé/a F(t)dt

0

6t

dt converge si et seulement si les 3 intégrales suivantes
t—1)(t—2) J J

10
Exemple 4.8. /
o

sont convergentes :

t t t

e

/ot(t—l)(t—Q)dt’ /1t(t—1)(t—2)dt’ e |, D=2

Proposition 4.9. (Ezemple de référence )
Soita>0etacR

+oo 1
1. / —ad:c converge <= a > 1,
a xr

a1
2. / —dzx converge <= a < 1,
0o x¢

Preuve. 1) Sia =1

: t1 : ¢ :
lim /a de = tkgrnoo[log |z|];, = tLlErnoo log [t| — loga = +o0.

t——+o00
+o0 1
Donc/ —dx diverge.
a T
Sia#1
. ¢ ‘ 1 . ) 1 1
Am = A e mh = i e T T e
1 .
———sia>1 (ew);

] T
+o0o st v < 1 (diw).
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2)Sia=1

a]
lim / —dx = lim[log |z|]? = lim log a — log |¢| = +o0.
e X e—0 e—0

€e——+00
11

Donc —dx diverge.

0T
Sia#1

a ] 1 1 1
lim [ —dz =lim[———]¢ = lim —
—0Je ¢ 0 (1 — a)zo—! —0 (1 —a)a*t (1 —a)er!
1
T st <1;

+oo sta>1.

Remarque 4.10. L’étude de l'intégrale généralisée d’une fonction f sur un intervalle |c, d]
se ramene par le changement de variable t = —x a [’étude de ['intégrale généralisée de la
fonction ¥ — f(—x) sur Uintervalle [—d, —c|

/Cdf(t)dt - /dcf(—t)dt

Dans la suite on va considérer seulement les intégrales généralisées sur des intérvalles de

type [a, b[.

4.2 Criteres de convergence pour les fonctions posi-

tives

Proposition 4.11. Soit f une fonction continue positive sur [a,b]. Pour que l’intégrale

b
/ f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit, qu’il existe M > 0 tel que Yx € la,b] :
/ F(t)dt < M.

Preuve. Soit F(z) = /I f(t)dt pour x € [a,b].

a

Six <y alors F(y)—F(z) = /y f(t)dt—/x f(t)dt = /y f(t)dt > 0 donc F est croissante.
b a a €T

/ ft)dt cv <= lir%F(m) existe dans R <= F(x) est majoré <= IM > 0 tel que
a z—

Vo € [a,0] : /xf(t)dt < M.

a

Proposition 4.12. Soient f et g deux fonctions positives continue sur [a,b] vérifiant
0 < f(t) < g(t) pour tout t € [a,b]. Alors on a :
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b b
1. Sz'/ g(t)dt converge alors / f(t)dt converge et dans ce cas on a :
b b
[ rwae< [ gwar

b b
2. Sz'/ f(t)dt diverge alors/ g(t)dt diverge.

T T

F(t)dt et G(z) = / g(t)dt on a F(z) < G(x).

a

Preuve. Pour x € [a,b] on pose F(x) = /

a

b b
1) SZ’/ g(t)dt converge alors G(x) est majoré donc F(x) est majoré d’od/ f(t)dt converge.

2) Clest la contraposée de 1). ’

+oo 1
Exemple 4.13. Déterminer la nature de l’intégrale / n 1d.CE
0 er
1 1
On a :Vx € 0,+00[, 0 < < =
e +1 7 e*
t1 t +o0 1
or/ —dr = / e "dr =[—e "]y =—e"+1—1qdt— +oo Donc / —dx converyge,
0 €e¥ 0 0 e
+oo
dou | d .
ou | da converge

Définition 4.14. Deuzx fonctions f et g définies a gauche de b € R, sauf peut étre en b
(resp. au voisinage de +00) sont équivalentes a gauche de b (resp. au voisinage de +00)
s’il eziste une fonction € définie a gauche de b sauf peut étre en b (resp. au voisinage de
+00) telle que f(x) = g(x)(1 + €(x)) avec xlg;glﬁ e(x) =0 (resp. 361_1310o e(x)=0).

Théoreme 4.15. Soitent a € R et b tel que a < b < +o0o. [ et g deuxr fonctions positives,
continue sur |a, b|.

1. Si f et g sont équivalentes a gauche de b (resp. au voisinage de b = +o0) alors

b b
/ ft)dt et/ g(t)dt sont de méme nature.

b b
2. Si lim @) =0 alors/ g(t)dt converge = / f(t)dt converge
z—b— g($) a a
e f@) b : b ,
3. 8 lim —= = +o00 alors/ g(t)dt diverge = / f(t)dt diverge
z—b— g($) a a

1% _ 1 +o0
Exemple 4.16. 1) Etudier la convergence des intégrales / C e et/ s
1

0o a3/ x° +1
e —1 r 1 1 1d d 16’”—1d
° 3 ~0 3 = i or/o iR T converge onc/o 5z x converge.

35



1

X X
B+l g2 1y L x3/2\/1 I
) / oo de d e
r —= converge aonc X converqge.
1 13/ g 1 \/1‘5 g

1 dt
2) Etudier la convergence de / —
0 sint
1 1 11 . 1 dt
On a — ~qg — et | —dt diverge, donc —dt diverge.
sint t ot 0 sint

Corollaire 4.17. Soit f une fonction positive et continue sur [a,+oo[ avec a >0, on a :

+o0 +oo ]
1. St f(x) ~ieo fa (C #0) alors /a f(z)dx et/a x—adx sont de méme nature,

donc .
/ f(z)dx converge si et seulement si o > 1

+oo
2.8 lim 2°f(z) =0eta>1 alors/ f(z)dx converge.

r—r-+00

+o0
3.8 lim 2°f(z) =4o0 et <1 alors/ f(z)dx diverge.

T—+00
o logt +oo Jo t
Exemple 4.18. Etudier la nature des intégrales / Pat / g ——dt / g
: 2 —t? o g
— lim t¢e™" =0et2>1 alors/ e~ dt converge.
t——+o00 0

logt +oo logt
S lim 2% = lim logt =400 et1 <1 alor’s/ Of dt diverge.
1

t—+o0 t t—+o00

logt 3 +o0 log t
t——+o00 12 o tLJroo t1/2 =0e ti > 1 dOTLC/l Tdt converge.

logt
A On remarque qu’on n’obtient rien si on multiple t—% par t ou par t* en effet :

lim t*—— = lim logt = 400 mais @ =2 > 1.
t—+oo 12 t—+oo
logt log t
lim tﬁzhmg—Omazsa—l<l
t—+oo {2 t—+o0

Corollaire 4.19. Soit f une fonction positive et continue sur [a,b], a etb € R, a < b, on

1. St f(x) ~y b—an

nature, donc

b b1
(A € RY) alors/ f(z)dx et/ ﬁdx sont de méme
a a — )«
b
/ f(z)dx converge si et seulement si o < 1
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b
2.8 lim (b—x)*f(z) =0 et a < 1 alors / f(x)dx converge.

z—b—

b
3. S lim (b —x)*f(z) = +o00 et a > 1 alors / f(x)dx diverge.

T—b— a

1

xrt —

dx

2
Exemple 4.20. Donner la nature de /
1

Sur |1,2] la fonction f(x) = est positive et continue

1
Vat =1

fw) = ! S
Je-DE+D@2+1)  (@-D3/(@+ 1) +1)

lim(x — 1)%f(a:) = ; = f(z) ~ ;(35—11)5

2 1
Or/ (7dx converge donc dx converge
1

2 1
x—1)2 /\/m

b
Remarque 4.21. Si f <0 et continue sur |a,b| alors —f > 0 sur [a,b] et on a : / f(t)dt

a

et/ t)dt sont de méme nature.

Définition 4.22. Soit f une fonction continue sur [a,b] ot a < b < +4o00. L’intégrale

/ab f(z)dz est dite absolument convergente si /ab |f(t)|dt converge.
Théoreme 4.23. Une intégrale absolument convergente est convergente.
/ |f(t)|dt converge —> / t)dt converge
Preuve. Pour toutt € [a,b] on a : —|f(t)] < f(t) < |f(t)] donc O < f(t)+|f(t)] < 2|f(t)]

b b b
/ |f(t)|dt converge donc/ 2| f(t)|dt converge et par suite / (f(t)+ |f(t)])dt converge.

Vo € [a,b] : .
| rwat= [+ 1rehd - [ 15
Do
/bf(t)dt = timy [ pyde=tim [*(70) + £ Dt~ tim [ 50l

z—b

b
-/ 0+ [ 1riar
Donc /abf(t)dt converge.
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oo 2sint — 3cost
Exemple 4.24. Etudier ['intégrale généralisée / - 2 dt
1

2sint — 3cost 5)
Vt € [1,+00] on a | n \gt—Q

+oo too  2sint — 3cost

5
—dt converge d’ou /
£ g | 2

+oo 1
or/ t—2dt converge donc/ | dt converge.
1 1

too 2sint — 3cost
D’od/ sin cos
1

" dt converge.

Théoréme 4.25. (Intégration par parties)
Soient f et g deuz fonctions de classe C' sur [a,b] (a < b < +o0). Si lin% f(x)g(x) existe
T—

dans R alors les mtegmles / f&)g'(t)dt et / f'(t)g(t)dt sont de méme nature, et en cas
de convergence on a :

[ £ 0yt = i F()g(a) — Fl@)gta) ~ [ F1)g(00

. +oo gin ¢
Exemple 4.26. Etudier la nature de / —d
1
Posons
o1
g - t? g - t2

f = —cost, f =sint

COS & +oo gint +0 cos cost 1
lim =0 donc / —dt et / —dt sont de méme nature, or |——| < — et
z—+oo 1 1 t2 t2 12

+oo dt o0 cost oo sint
/ —dt converge donc/ / ——dt converge.
R 1 2 1 t

Proposition 4.27. Comparaison avec une série numérique

Soit f : [1,400[—> [0,4+00] une fonction, positive décroissante et continue. La série
+oo

> f(n) et/ f(z)dz sont de méme nature.
1
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CHAPITRE 5

Equations différentielles

Soit F(x, zo, 21, ..., zn) une fonction de (n + 2) variables réelles définie sur une partie A de

R™*2, Une équation différentielles est une équation qui s’écrit sous la forme :

(E): F(z,y,9,....,y")=0

ou l'inconnue y est une fonction de la variable réelle x.
L’entier n est dit ordre de I’équation différentielle.
Résoudre I’équation différentielle (£), c’est déterminer sa solution générale c-a-d toutes les

fonctions g définies et dérivables jusqu’a l'ordre n sur un intervalle J de R telles que :
veJ=(v,9(x),d(x),....d"(z) € A
et
F(z,g(x), g (), ... g™ (@) = 0

Exemple 5.1. 1. La quantité de carbone notée N(t) dans un échantillon animal ou

végétal décroit apres la mort de celui-ci. Elle vérifié ’équation différentielle

AN
Sl AN
dt

2. Considérons la chute d’un corps de masse m soumis a frottement fluide, proportionel
d la vitesse. Le vecteur position x(t) est solution de [’équation différentielle

mx” + vz’ — mgx = 0.

3. Considérons un circuit RCL en série. L’intensité i qui traverse le circuit obéit a
I’équation différentielle :

L +R— +~i=



5.1 Equations différentielles du premier ordre

Une équation différentielle est du premier ordre si elle ne fait intervenir que la premiere

dérivée y'.
Définition 5.2. Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle peut
se mettre sous la forme :
y' = a(x)y+b(z) (E)
ou a et b sont des fonctions définies sur un intervalle I de R et continues sur I.

— ¢ — a(x)y = 0 est 'équation sans second membre (E.S.S.M) associée a (F)

Théoreme 5.3. Soit A une primitive de a sur lintervalle I. La solution générale de 1’
ESSM : ' — a(x)y = 0 définie sur I est y = Kexp(A(z)) ou K € R
dy dy

: _ &y _ dy _ dy _
Preuve. v —a(z)y = 0 = 0y = a(z)y = y a(x)dr (y # 0) = / y

/a(x)dx +C.

Donclog |y| = A(z)+C = |y(z)| = 2@ = y(7) = £e%2®) = y(z) = KW avec K =
+e¢.

y = 0 est aussi une solution, donc la solution générale de 'ESSM est y = Ke*® qvec

K eR.

Théoréme 5.4. Soit yo une solution particuliére de (E) définie sur I. Les solutions de
(E) sont exactement les fonctions yo +y ot y est une solution de I’ESSM.
C-a-d :
Yy =Y Ty
Donc ygy = yo + Kexp(A(z)), K € R

Preuve. Soit y une solution de L’ESSM et yy une solution particuliére de (E)

(o +y) —al@)(yo+y) = vo+y —alx)y —alx)y
= yy—alx)yo+y —alz)y
= b(xz)+0=>b(z)

Inversement, soit z une solution de (FE), on va montrer que z — yo est une solution de
L’ESSM :

(z=wo) —a(@)(z—y) = 2 —a(r)z =y +alz)yo
= b(x) = (yo — alx)yo) = b(x) — b(x) =0
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Le probleme se ramene donc & déterminer une solution particuliere de I’équation (E). La
méthode de variation de la constante permet d’en déterminer une dans tous les cas.

Solution particuliére par variation de la constante.

y = KeA® est la solution générale de L’ESSM, on cherche une solution particuliére de (E)
sous la forme gy = K (z)e4@®.

Yo est une solution de (E) ssi yj — a(x)yo = b(x)

ssi K'(z)ed® + K (2)A'(2)e® — a(z) K (2)e®) = b(x)

ssi K'(2)e?® + K (x)a(z)e?® — a(2)K (x)et® = b(x)

b
ssi K'(z)eA® = b(z) ssi K'(z) = 61&2
On en déduit K mtegrant K@) = [ 2 de don o = eA® [ )4
n en déduit K (z) en intégrant K(x) = A T douye = e cA() 4T

Exemple 5.5. Résoudre sur |0, +oo[ "équation différentielle
vy =2y + 2" (E)
2
Y 1’262:
/ 2?/ 2 2 2
Yy = —:>y—Kexp(/—dx):Kexp(Qlogx):Kexp(loga:):Ka:
x x

Donc y = Ka2.

— On cherche une solution particuliére sous la forme y, = K (z)z*
= K'(2)2® + 22K ()

2
Y, = Y 2 e K'(x)2? + 22K (z) = 2K (x)x + 2%”
x

= K'(2)1? = 2%" <= K'(2) = " <= K(x) =e”
Donc y, = z%e®. La solution générale de (E) est y = Kx* + 2%e*, avec K € R

Proposition 5.6. (Superposition des solutions)
Soit I’équation
Yy =alx)y +b(x) (E)

n
avec b(x Z . Soient

Y =a(@)y+be(x) (Ek)

st Yy est une solution particuliere de (Ey) alors y = Z Y est une solution particuliere de

(B).

41



Preuve.

n

(ale)ys + bu(2) = a(z) z ot 3 bl

(x) )

@\

I
M=
=

I
M=

>
Il
i
Il
—_

+
S o

)y

Il
Q
—~

5.2] Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants, est une équa-
tion de la forme :

ay’ + by +cy=g(x) (E)
ol a,b,c € R, a# 0 et g est une fonction continue sur un intervalle I. I’équation différen-
tielle :

ay" +by' +cy=0  (Ep)
est appelée ’équation sans second membre associée a (F).

— L’équation ar® + br + ¢ = 0 est appelé I'équation caractéristique de (Ep).
Soit A = b? — 4ac, le discriminant de I'équation caractéristique associée a (Fy).

Résolution de L’ESSM.

Théoréme 5.7. Soit I” ESSM suivante ay” + by +cy =0  (Ey).
— 51 A > 0, l’équation caractéristique possede deux racines réelles distinctes vy # ry et
les solutions de (Fy) sont les

y(r) = e + pe™  ou A\ peR

— Si A = 0, l’équation caractéristique possede une racine double o et les solutions de

(Eo) sont les
y(x) = (A +px)e™  ouA\pueR

— ST A < 0, l’équation caractéristique posséde deuzr racines compleres r1 = a + i3,
ro = — if3 et les solutions de (Ey) sont y(x) = e** ()\ cos(fBz) + ;Lsin(ﬁx)) ou A\, p€R

Exemple 5.8. 1) Résoudre y" —vy' — 2y = 0. L’équation caractéristique est r> —r —2 = 0,
A > 07 = _17 T2 = 2. D’ou y(fﬂ) =Ae ™" _'_:ueQx: )\,/,L eR
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2) Résoudre y" —4y' +4y = 0. L’équation caractéristique est 1> —4r+4 =0, A =0, ry = 2.
Dot y(z) = (Ax + p)e**, A\, pu € R.

3) Résoudre y" — 2y + 5y = 0. L’équation caractéristique est r> —2r +5 = 0, A < 0,
r1=142i, 79 =1—2i. D'ou y(z) =e"(Acos(2x) + psin(2z)), \,p € R

Résolution de L’équation compléte (E)
(E) :ay’ +by +cy= f(x)

Proposition 5.9. Pour tout zg € I et (o, ) € R?, léquation (E) admet une solution
unique y telle que y(zo) = a et y'(xy) = 5.

Remarque 5.10. (Principe de superposition des solutions)
Si f(x) est somme de plusieurs fonctions f(x) = fi(z) + fa(z) + ... + fu(x). On cherche
une solution particuliére z; de chaque équation ay” + by + cy = fi(x), et la fonction

z2=2z1+ 20+ ... + 2z, est une solution particuliére de (E).

Théoréme 5.11. Soit y; une solution particuliére de (E) définie sur I. Les solutions de

(E) sont exactement les fonctions y1 +y ou y est une solution de ’ESSM. C-a-d

YE) = Y1 T YESSM)

Preuve. On a, ay]+by;+cys = f(x),Va € I. z est une solution de (E) <= az"+bz'+cz =
ay + by, + e

= alz — )" +b(z — ) + (s — ) = 0

<= z —y; =y est une solution de I’ESSM

< 2z =y, +y avec y est une solution de I’ESSM

La résolution de (E) se ramene donc a la détermination d’une solution particuliere de (E).
— Cas général : S’il n'y a pas de solution particuliere évidente, on fait la méthode de

la variation de la constante :

Proposition 5.12. (Méthode de variation de la constante : Méthode de Lagrange)
On cherche une solution particuliére sous la forme y = A(x)y; + B(x)ys avec la condition
de Lagrange

Az + B'(z)y2 = 0

ol Yy et yo sont donnés par :

=€ etyy =€ s5i A>0;
ypr=ze ety =€ si A=0;
y1 = e*cosfr et yp = e sin P si A < 0.
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A(z) et B'(x) vérifiant le systéme
A(@)y + B'(x)y2 =0

{ Alz)yy + B'(2)yy =  f (@)

— Cas particuliers

1) Cas ou f(z) = e’ P(z) avec A € R et P(z) un polynome.

On cherche une solution particuliere sous la forme :

on trouve A’ et B’ et par intégration on trouve A et B.

— y = e*Q(x), si A n'est pas racine de ar® + br +c¢ =0
— y = xeMQ(x), si A est une racine simple de ar? + br +c¢ =0
— y = 22MQ(x), si A est une racine double de ar? +br +c¢ =0

avec @(x) un polynome tel que d°Q) = d°P.

2) Cas ou f(x) = P(x), ou P est un polyndme.
On applique le cas précédent avec A = 0

— y = Q(x), si 0 n’est pas racine de ar? +br +c =0
— y = 2Q(x), si 0 est une racine simple de ar® + br + ¢ =0
— y = 2%Q(x), si 0 est une racine double de ar? + br + c =0

ot Q(z) un polynéme tel que d°Q) = d°P.

3) Cas ou f(z) = e** P(x)cos Sz ou bien f(z) = ¢**P(x)sin fx avec P(x) un polynome,
a€eR ,peR”
On cherche une solution particuliere sous la forme :

— y = e (Py(x) cos B + Po(z)sin fz), si a + i n’est pas racine de ar® + br + ¢ =0
— y = e (zP(z) cos fx + xPa(z) sin fz), si a + i est une racine de ar® + br + ¢ =0
avec P;(z) et Py(z) sont deux polynéme tels que d°P = d°P; = d°P.

Exemple 5.13. 1) Résoudre l’équation différentielle
Y'Y Hdy=a+e ™ (B)

— ESSM : y"+4y' +4y = 0 'équation caractéristique : r*+4r+4 = 0 <= (r+2)? = 0 (x)
r=-2

La solution générale de L’ESSM est y = (Ax + B)e ** avec (A, B) € R?,

— Soient les équations :

y' +4y +dy =2 (E1)
y//+4y/+4y: 6721 (EQ)
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Puisque 0 n’est pas racine de (*), on cherche une solution particuliére de (F1) sous la
forme y1 = ax +b

Ona:yi=acety] =0

yl + 4y + 4y = © <= da + dax + 4b = 1z — { jz+4é_0

_ 1 _ -1 _ z—1
< a=; etb="7 doncy = * .

Puisque —2 est une solution double de ’équation caractéristique, on chereche une solution

particuliére de (Ey) sous la forme yo = ax?e™®

2z

yh = 2awe 2 — 2axe™* yl = 2ae™ % — daze™* — daxe " + 4axe ",

Yy +Ayh+4ys = e < e ¥ (2a—8ax +4ar? +8axr —8ar? +4ar?) = e <= 2ae"* =
e_2$<:>2a:1<:>a:§
2
R
Y2 = 56 2 2
Donc une solution particuliére de (E) est y, = y1 +yo = 7 + L e 7.
La solution générale de (E) est alors

-1 2
y = (Az + B)e ™ + ’ 4L
4 2
avec (A, B) € R?
2) Résoudre ’équation différentielle
1
! 3 / 2 — E
y+y+y71+621()

L’ ESSM :y" + 3y + 2y = 0.
L’équation caractéristique : 1> +3r +2 =0 <= r = —1 et r = —2. La solution générale
de I’ESSM est

y = Ae™® + Be™* avec (A, B) € R?

2z

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y = A(z)e™ + B(x)e™** avec la

condition de Lagrange A'(x)e™® + B'(z)e™** =0 et A'(x) et B'(x) vérifient le systéme :

{ Al(x)e™™ + B'(x)e ™ =0 (1);

1
—A(z)e™™ — 2B'(z)e > = o (2). 2
1 X

W+ @) = —B@)e™ =17 = Bl@) = -

B(w) = — [ —de = —Slog(1+ )
= — JE— = ——1lo
T ]_—'_6275 T 9 g 61
eiﬂ

= — A, = —
1+ e (@) 1+ e2®

’ dt
Posons t = e*, dt = e¢*dzx. Donc A(x) = / ] _E odr = / i arctan(t) = arctan(e”)
e xT

14 e2z

2 x (1) 4+ (2) implique A'(z)e™ ™"
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Une solution particuliere est
T\, ,— 1 2x\ —2x
y, = arctan(e”)e " — 5 log(1+e*)e

La solution générale de (E) est
—x —2x T\, ,— 1 2x\ —2x
y = Ae * + Be * 4 arctan(e”)e * — 5 log(1 + e*)e
Exercice : Résoudre les équations différentielles suivantes :
y' +y=ux+e"cos2x
! 1
Yty =

sind z”
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