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CHAPITRE 4. MATRICES

1. Matrices associées aux applications linéaires

Soient F et B deux K-espaces vectoriels de dimension finie, tels que dim F = p
et dim £’ = n. Soient B = (e, ey,...,¢,) une base de E, B’ = (¢}, €}, ...,e,) une
base de £/ et f : E — E' une application linéaire. Supposons que les images
par f des vectewrs e, es, ..., &, se décomposent sur la base B’ comme suit :

fle1) = anel + anel + ... + amel,
] (62) = Qo€ + ar22€'2 G angefn

[ lep) = aipel + agpeh + ... + Qnpel,.

Definitions.
- On appelle matrice de f dans les bases B et B' le tableau rectangulaire

de nombres, noté Mpp (f) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
f (el)a f (62)7 nengy f (eP) dans la base B' = (31,623, oy By )

vy Cpp

a1 Gz .. ... e G1p

Qar Az v oL e Gop
MB,B’ (f) = =

p1 Ap2 .- .. ... Onp

- Une matrice A de type (n,p), ou de dimension n X p, est un tableau de
nombres comportant n lignes et p colonnes. Ces nombres sont appelés coefficients
de la matrice. On peut aussi noter A (n,p).

- L’élément a;; € K de la matrice se trouve & U'intersection de la i®™ ligne et
la. 7°™¢ colonne.



- La matrice A g’écrit également A = (a z3)1<3<n, ou plus simplement 4 = (a;;).
i<

- L’ensemble des matrices de type (n,p) sur ]IE est noté M, , (K).

~ Le vecteur u; = (a1, iz, ..., @ip) €st le i¥™ vecteur ligne de la matrice A.

- Le vecteur v; = (@15, a2, ..., Gn;) €st le 3% pecteur colonne de la matrice A.
- Une matrice de type (n, 1) est une matrice colonne.

- Une matrice de type (1, p) est une matrice ligne.

Remarque. La matrice associée & Papplication linéaire f : E — E’ dépend
du choix des bases de E et de E'.

Exemples.
1) La matrice associée a Papplication nulle f: z € E —— Qg est la matrice
nulle, notée 0. C’est la matrice dont tous les coefficients sont des zéros.

2) Soit f I’application de R® dans R?, qui & tout vecteur (z,y, z) de R® associe
I'image (z — y,z — y). Notons par B = (ey, €2, e3) la base canonique de R? et par
B' = (e;, e3) la base canonique de R?. En calculant f (e;), ¢ = 1,2, 3 dans la base
B, on obtient Mgp (f) = A= ( é -2 0 )

? -1 1
Proposition. L’application
M:L(E,E)— M,,(K)
fr— Mps (f)
est bijective.
Autrement dit,

VA e M, (K), 2If € L{E, E") telle que Mpg (f) =

f est Papplication linéaire associée & la matrice A relativement aux bases B et
B

Corollaire. Deux applications f et g de £ (E, E’) sont égales si et seulement
si Mpp (f) = Mpp (9)-

Expression matricielle d’une application linéaire.
Soient E et £’ deux K-e.v. de dimension finie, tels que B = {e1, e3,...,p) est
une base de £ et B' = (e, ¢€},...,¢e,) est une base de E’. Soient f € L(E, E'),

s 'J’L



A=Mgp (f) et = z11 + 989 + ... + Tpep unt vecteur de . f étant linéaire,
il 8’ensuit que

@) =z1f (e1) + @of (e2) +... + zpf (ep). (1)
Tl Y
D) , Ya
X = . est le vecteur des coordonnées de z dans B et V = . est
Lp Yn

le vecteur des coordonnées de f (z) dans B'.
La relation (1) s’écrit matriciellement sous la forme ¥ == AX.

2. Opérations sur les matrices

2.1. Addition de matrices

Définition. Solent deux matrices A = (a;;) et B = (by;) toutes deux de type
(n,p). On additionne terme & terme pour obtenir la matrice somme :

A+ B= (aij -+ b'ﬂj)

La matrice A+ B est une matrice de type (n,p).
Remarque. La somme A+ B n’est définie que si les matrices A et B sont du

méme type.
Exemples.
4 3 0 1
1)A=(1 0 letB=] —1 2
2 -1 I -3
Les matrices A et B étant du méme type (3,2), la somme A + B est donc
4 4
possible et elle est de type (3,2). Ona A+B=1| 0 2
3 —4
2 1 !
2) A= ( i ) et B=| —3 |. Lasomme A+ B n’est pas définie.
5

Définition. La matrice de type (n,p) dont tous les coefficients sont des
zéros est appelée la matrice nulle. Elle est notée 0,, ou tout simplement 0; c’est
I’élément neutre pour ’addition.

Propriétés. Soient A, B et C trois matrices de type (n,p) et 0 la matrice
nulle du méme type. On a :



) (A+B)+C=A44(B+0C). (Associativité)

i) A+ B=B+ A. (Commutativité)

i) A+0=0+A=A. (Elément neutre)

iv) A+ (-4)=(-4A)+ A=0. (Opposé)

Remarque. La matrice opposée de A = (a;;) est —A4 = (—ay;). Par exemple,

. a b —a —b
SIA-—(C d),alors—/—l—(_c ——d)'
2.2. Multiplication d’une matrice par un scalaire

Définition. Soient A = (a;;) une matrice de type (n,p) et A € K. On définit
la matrice A\.A comme matrice dont tous les coefficients sont multipliés par le
scalaire A :

La matrice XA est aussi de type (n, D).
_12 g g et A=23. Alors M. A = (

Remarque. —4 = (-1).4, c.ad. A= —1.

Propriétés. Soient A et B deux matrices de type (n,p)et L, u € K. On a :

i) \(A+B)=XAA+\B.

i) A+up).A=1A+pu A

iii) (M) A= (u.A).

iv) 1A= A et 0.4 = 0,y

Proposition.

i} L'ensemble M, , (K) des matrices de type (n,p), muni de la loi de com-
position interne + (addition de matrices) et de la loi de composition externe .
(multiplication d’une matrice par un scalaire) est un espace vectoriel sur K.

ii) La bijection

Exemple. A= $ 4 18)

-6 15 9

M:L(E,E) — My, (K)
fr— Mgp (f)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Preuve.
i) Elle découle immédiatement des propriétés ci-dessus de 1'addition de matri-
ces et de la multiplication par un scalaire définies précédemment.
ii) On vérifie facilement que pour tous fLge L(E,E)ettout A€ K, ona :



Mps (f+9) = Mg (f) + M (g)
MB,B’ (Af) = )\.M&Bf (f)

2.3, Multiplication de matrices

Remarque. Le produit AB de deux matrices A et B n’est possible que si le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Définition. Soient A = (a;;) une matrice de type (n,p) et B = (by;) une
matrice de type (p,¢). Le produit C = AB des deux matrices est une matrice de
type (n,q) définie par :

P
G = (@j)lﬁiﬁn; avec ¢y =Z aikbkj o aﬂblj -+ a.igbgj + s aipbpj.
1=j=q k=1
Regle de calcul. Le terme ¢;; de la matrice produit AB est obtenu en multi-
pliant terme 3 terme et en sommant la 4™ ligne de A, c.a.d. ( ;1 Qg v Gy )
bi;
" . ba;
par la ¢ colonne de B, c.4.d. .
by
Application. Cas de deux matrices A et B de type (2,2) :

A= 91 M2 ) o B b brp . La matrice produit C = AB est
Ga1  Ggg bo1 boa

s a11biy -+ by @11b10 + a12bos
Ag1b11 + G22bor @ bio + aggbos )

Exemples.
2 1

1 -1 0 31
1)(3 5 1)(‘5?) - (8 6)'

type (2,3)  type (3,2) type (2,2)

2 8 2 6
2)(1)(413) = (413)'
type (2,1) type (1,3) type (2,3)



2
1
3)(10213)|0 = (12)
4
2

type (1,5)  type (5,1) type (1,1)

Remarque. En général, la multiplication de deux matrices n’est pas commu-
tative, en effet,
o Si AB existe, BA n’existe pas forcément.
e Si BA existe, alors, généralement AB # BA.

. 11 00
Exemple. SmentA—(O O)etB—(O 1).011&

01 0 0
AB—(O 0)75314—(0 0).
Propriétés. Soient les matrices suivantes A (n,p), B (p,q), C (¢,s), D (p,q)
et £ (g,n) et soit A€ K. On a:
i) (AB)C = A(BC). (Associativite)
i) A(B+ D)= AB+ AD. (Distributivité & gauche)
iii) (B+ D)E=BE+ DE. (Distributivité & droite)
iv) A (AB)=(A\A)B=A(\B).

2.4. Transposition d’une matrice

Définition. Pour toute matrice A = (a;;)1<i<n de My, (K), on appelle matrice
1<sisp
transposée de A, la matrice notée ‘A de M, ,, (K) obtenue en échangeant les lignes
et les colonnes de A, c.a.d. A= (a;)i<i<p.
1<i<n
En particulier, la transposée d’'une matrice ligne est une matrice colonne et

réciproquement, c.a.d.

W] T

¢ 22 .| %o

(:1:1 Lo vre :cn)= . ef ) :(a:l Ty -+ :En)
L T



Exemple. La transposée de la matrice A = ( 2 _21 I ) est la matrice
3 4
tA=12 -1
|

Propriétés. Soient les matrices A (n,p), B(n,p}et C(p,g) et A€ K. Ona:
i) "(A+B)= t4 + 'B.

if) ‘(*4) = A.

i) 1(AA) =\ ‘A

iv) (AC) = ‘CtA

Exemples.

2 3 1 -1
1) La somme des deux matrices A = ( 10 ) et B = ( -2 3 ) est

4 2 0 4
2 3 -1 4
la matrice A+ B = | —1 3 |. Sa transposée est *(A+ B) = .
4 6 2 3 6

D’autre part,
21 4 1 -2 0 3 -1 4
£ 2 — — —
A B‘(3 0 2)+(—~1 3 4)_(2 3 6)* A+ B

1 -1 0 <l 3
2) Le produit des deux matrices A = et C=| 4 2 | estla
2 0 3 10

7 ) D’un autre

6

-2 1
7 6

12
coté, 'Cra=(2 S o] =( 72 7)< a0
320)| 50 1 6

3. Matrices carrées, matrices remarquables

matrice AC = ( . Sa transposée est ¢ (AC) = ( 12

3.1. Matrices carrées

Définition. Une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes,
c’est & dire de type (n,n), est appelée matrice carrée, on dit qu’elle est d’ordre n.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n est noté M, (K).

Remarque. Rappelons que ’addition et la multiplication de matrices ne sont



pas définies pour des matrices quelconques. Or, si on considére uniquement des
matrices carrées d’ordre donné n, alors les opérations d’addition, de multiplication,
de multiplication par un scalaire et de transposition sont définies et leurs résultats
sont encore des matrices d’ordre n.

Exercice. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre 3 définies par :

1 2 3 2 -5 1
A=| -4 -4 -4 |etB=]0 3 -2
5 6 7 1 2 —4

Vérifier que : A+ B, —24, A et AB sont des matrices carrées d’ordre 3.

3.2. Matrices diagonales

Définition. On appelle diagonale (ou digonale principale) d’une matrice carrée
d’ordre n, les éléments a;y, ass, ..., Gy, de la matrice. Ces éléments sont appelés
éléments diagonauz.
411 Q12 013
Exemple. Soit A= | as; as2 a3 |. Les coefficients aq, asgg, ass sont les
a3 A3z 33
éléments de la diagonale de A.
Définition. Une matrice carrée D = (d;;) d’ordre n est dite diagonale si tous
ses éléments non diagonaux sont nuls, elle est notée D = diag (il s Oy )

3 0 0O

3 0 c DB 0106 0

Exemples. D; = 0 —1 yDe=10 -5 0 [etDy= 000 0
b2 000 -7

sont des matrices diagonales.

3.3. Matrice Identité

Définition. On appelle matrice Identité, ou matrice unité, notée I,, la matrice
(63'j)1§1'.,j§n de Mn (K)B ol

5. — dis 8t =7
Y10, sii#g

désigne le symbéle de Kronecker.
Autrement dit, la matrice Identité I,, est une matrice carrée d’ordre n ne
comportant que des 1 sur sa diagonale principale et des 0 partout ailleurs.



1o 100 0100
Exemples, [ = yIsg=10 1 0 |, I4= , e €tC.
g 1 00 1 0010
0001
Propriété. Pour toute matrice carrée A d’ordre n, on a
AL =IL.A=A
De fagon générale, on a :
Propriété. Pour toute matrice A € M, ,, (K), on a
AL =I,A= A
1 3
Exemple. Soit A=| -2 0 | e M32(R). Ona ALy =14 = A.
4 1

Remarque. Solent E un espace vectoriel sur K de dimension finie n et
B = (e1,¢,...,e,) une base de E. On considére idg : E — E application qui &

x associez. On a:

an
= o

o]
T

0 -0

o

0

oo o
|

1

La matrice associée a Vapplication identique de E est exactement la matrice
pPp q

Identité de M, (K).

Définition. La matrice A.7,, pour tout scalaire X de K, est appelée matrice
scalaire. C'est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous égaux

a A
A 00

0 0 A

Exemple. \.I3 = ( 0 A 0 ) est une matrice scalaire d’ordre 3.



3.4, Matrices inversibles

Définition. Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible sl existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I,,.

Une telle matrice B est unique, d’ordre n, on la note B = A~1, appelée matrice
inverse de A.

L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,, (K), appelé groupe
linéaire d'ordre n.

Remarque. La relation précédente est symétrique, c.b.d. si B est l'inverse
de A, alors A est I'inverse de B.

1 -1 -1
Exemple. Soit A=| 1 1 0 | une matrice carrée d’ordre 3.
1 0 1
1 1 1 1/3  1/3  1/3
B=:] -1 2 -1 =] -1/3 2/3 —1/3 | est la matrice inverse
-1 -1 B -1/3 -1/3 2/3

de A. En effet, AB=B.A=1I;.

3.5. Matrices carrées remarquables

Soit A == (a'ij) = Mn (K)

a) A est dite matrice syméirique si et seulement si 4 = A, c’est & dire Vi 5 7,
Qi5 = Qj4.

4 5 -1
Exemple. La matrice A = 5 1 8 est symétrique.
-1 8 0
b) A est dite matrice antisymétrique si et seulement si “A = — A4, c’est A dire
Vi, j € {1,..,n}, ay = —a;.
0 6 0 3 -2
Exemple. Les matrices A = ( ) et B=] —3 0 —1 | sont des
-6 0
2 1 0
matrices antisymétriques.
Remarque. Les éléments diagonaux a;1, a9, ..., Gy, d'une matrice A = (i)

antisymétrique sont tous nuls.

10



c) A est dite matrice triangulaire si tous ses éléments au-dessous (ou au-dessus)
de sa diagonale sont muls.

1 2 -3
Exemples. 1) Lamatrice M =| 0 4 8 | est triangulaire supérienre.
00 3
9 00
2) La matrice N = ( -2 40 ) est triangulaire inférieure.
0 17

3.6. Trace d’une matrice carrée.
Définition. Soit A = (a;;) € M, (K). On définit la trace de A, notée #r (A),
Vi
par tr(4) = Z Qi = a11 + oz + ... + Gy

i=1

1 3 7
Exemple. Scit A = ( —4 5 0 ) La trace de A est
2 -1 -8

tr(d)=14+5-8=-2
Propriétés. Soient A,B € M, (K)et A€ K. On a
i) tr(A+B)=tr(A4)+tr(B).
ii) tr(AA) = Air (A).
i) tr(*4) = tr (A).
iv) tr(AB) =tr(BA).

4. Changement de bases

4.1. Matrice de 'inverse d’une application linéaire

Proposition. Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels, de bases respectives
B, C et D. Soient f € L(E,F)et ge L(F,G). Ona:

Mpp(go f) = Mcp (g9) Msc ().

Proposition. Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels de méme dimension
n et de bases respectives B et 5. On a:

J € L{E,E') est bijective si et sculement si Mg g (f) est inversible.

De plus, Mp 5 {(f™Y) = (Mga (f)) "

Preuve. Comme fo f~' = f~1o f = id, alors

11



MB’ (_f o fﬁl) = MB (f_l o] f) = In

Par Sllite MBBH’ ( ) MB" (f ) MB’,B (f~1) .MB’BJ‘ (f) =T,
I en résulte que Mp 5 (f~1) = (Mpp (f)) 7.

4.2. Changement de bases

Soient £ un K—espace vectoriel de dimension finie n et B = (e, ez,...,6,) €t
B = (e}, ¢, ..., el) deux bases de F.

Définition. On appelle mairice de passage de lo base B a la base B, la
matrice 2 carrée d’ordre n dont les colonnes sont formées des composantes des
vecteurs ¢%, ..., e, de B exprimés dans la base B. La matrice P se note aussi
Pass (B,B).

Exemple. On considére 'e.v. E = R?% muni de la base canonique B = (e;, 3)
et de la base B’ = (e}, €}), avec ¢} = (4, 2) et e = (5,—1). On a &) =4e; — 2e,
4 5
-2 -1

Proposition. Pour toutes bases BB et B’ de 'espace vectoriel E, la matrice da
passage P de B & B est P = Mg g (idg), oll idg est 'application identité de E.

Interprétation. Pour tout i = 1,...,n, la 1™ colonne de P est ’expression du
vecteur ¢; dans la base B. P est donc la matrice de Papplication identité de F,
quand on munit au départ F de la base B’ et a Varrivée de la base B.

et e, = be; — ey. Alors, la matrice P de passage de B 4 BB est P =

Propriétés. soient F un espace vectoriel et B, B', B” des bases de E.

i) Pass(B,B") = PassPass (B,B') . Pass (B, B").

ii) Pass(B,B) = I,

iii) Pass (B, B') est une matrice inversible et (Pass (B, B'))™" = Pass (B, B).

Proposition. Soient F un K—espace vectoriel, B et B’ deux bases de F,
P =Pass(B,B'),x € B, X = Mg(z) et X' = Mp (). Alors

X =PX et X = PELE,

Exemple. Soit ¥ = R? muni de la base canonique B = (e;, e;) et de la base

B = (e}, e}), avec e] = (—2,5) et ej = (1,—7). Soient z € R?, ( zl ) = Mg (z),
2

2 % 1y (-2 1 i\ [ —2z) 4+ =
(:cg)_“/fs’()'ona(@)_(s, Jf)(:cg —\ sy —Tzh )

12



Théoréme. (Formule de changement de bases pour une application linéaire)
Soient F et E' deux espaces vectoriels de dimension finie, f € L (E,E), Bet B’

deux bases de E, P = Pass (B,B'), C et C’ deux bases de E' et Q = Pass (C,C').
Si A= Mpc (f) et A = Mp ¢ (f) , alors A= Q—IAP.

Définition. Deux matrices A et A’ de M, , (K) sont dites équivalentes s'il
existe deux matrices P € M, (K) et @ € M, (K) inversibles telles que A’ =
Q-1AP.

Proposition. (Formule de changement de bases pour un endomorphisme)

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f € £ (E), B et B’ deux bases
de E et P = Pass(B,B).

Si A= Mg(f) et A = Mg (f),alors A'=P7lAP,

Définition. Deux matrices A et A’ de M, (K} sont dites semblables s’il existe
une matrice P € M, (K} inversible telle que A’ = P~1AP.

5. Rang d’une matrice

Définition. Soit A € M, (K). On appelle rang de la matrice A et on note
rg (A), le rang de la famille des vecteurs lignes de A.

Définition. Soit A € M,,, (K), (L1, Ls, ..., L) la famille des vecteurs lignes
de A et (C1,Cy,...,Cy) la famille des vecteurs colonnes de A.

- On appelle rang ligne de la matrice A Pentier nature] défini par :

rg (L1, La, ..., Ly,) = dim [vect (Lq, Ls, ..., L,)].
- On appelle rang colonne de la matrice A Uentier naturel suivant :
rg (C1, Ca, ..., Cp) = dim [vect (C4, Cs, ..., Cp)]-

Proposition. Soit A € M,, , (K).

i) Le rang ligne et le rang colonne de la matrice A sont égaux.

ii) Le rang rg {A) de la matrice A est la valeur commune du rang ligne et du
rang colonne de A.

13



Remarque. le rang d’une matrice est le nombre maximum de ses vecteurs
lignes linéairement indépendants. C’est aussi le nombre maximuin de ses vecteurs
colonnes linéairermnent indépendants.

Propriétés.

i) Pour toute matrice 4 € M,,, (K}, on a rg (4) < min (n, p).

ii) Pour toute matrice A4, on a rg (A) = rg (*4).

iii) Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Proposition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, de bases respectives
Bet C. Soient f € L(E,F)et A= Mge(f). Ona:

rg(4) =rg (f).

Remarques.

¢ Le rang d'une application linéaire f est le rang de n'importe quelle matrice
représentant. f.

e Le rang d’une matrice A est le rang de n’importe quelle application linéaire
représentée par A.

Méthode pratique de calcul du rang d’une matrice.

L une des méthodes pratiques pour calculer le rang d’'une matrice est la méthode
d’échelonnement de Gauss. En effectuant les opérations élémentaires sur les lignes
(ou bien sur les colonnes) d'une matrice A, on aboutit finalament & une matrice
B échelonnée équivalente & A. Les deux matrices A et B sont de méme rang,
qui est égal au nombre de pivots de la matrice B (Voir chapitre 1 des systémes
d’équations linéaires).

Exemples. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 2 s 1 2 2 Iy
1 2 1 Ly 00 —1 Ly— I,
1) A= 2 4 9 Ly ~ 00 5 Ly — 21,
-1 -2 6 | Ly 00 8 Ly+ Iy
3 6 17 /) Ls 0 0 11 J Ls—3IL
1 2 2 Iy
00 -1 Lo
~ 00 0 L3 +5Ly . Donc rg(A) =2
00 0 Ly+8Ly
00 0 Ls+11L,

14



1 1 0 1\ L 11 0 1 Ly
yp=| 2 11 0 | L. 0 <1 1 =% .fs—2L
1. 2 =1 1L | Iy 0 1 -1 0 | Ly—1I,
=1 0 - =3} T 0 1 -1 -2/ L,+IL
1 1 0 1 By 1 1 0 1 L
0 -1 1 -2 Iy 0 -1 1 -2 iy
~ 0 0 0 —2 | Ly+ Ly 0 0 0 —2 Ls
0 0 0 -4/ Li+Ls 0 0 0 0 ) Lyi—2Ls

Dou rg{B)=3.

3) C =

— D

0

2 3 1

-1 3 3

-2 -1 1

Sur cet exemple, essayons d’appliquer la propriété rg (C) = rg (*C). Effectuons
alors les opérations élémentaires (o.e.) sur les lignes de C.

o

1 2 -1 -2\ I 1 2 -1 -2 L
o233 1L _ |0-15 3| -2
01 3 1 | Ly 01 3 1 Iz
10 1 @ Ly 0 -2 2 2 Ly—14
i 2 -1 -2 Iy 1 2 -1 -2 Ly
N g 1 -5 -3 —L, N 61 -5 -3 Lo
0 1 3 1 Ls 00 & 4 L;— L,
0 -1 1 1 L4/2 0 0 —4 -2 Ly+ Lo
12 -1 -2 L
01 -5 -3 8 B
~ 00 8 4 L, Alors rg(C) = 3.
00 0 0/ Ly+ils

15



