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CHAPITRE 1

CALCUL APPROCHE DES ZEROS
D’UNE FONCTION

Exercice 1 Parmi les fonctions suivantes lesquelles sont contractantes et sur quel
intervalles si celui-ci n’est pas indiqué :

1 2
(a) g(x)zS—%cos(Sx), 0<z< ?;
(b) g(x):2+§|x|, —-1<2<1;
() gla)= -, we 23],

Exercice 2 Voir si chacune des fonctions suivantes admet zero, un ou plusieurs
points fixes, puis donner pour chacun un intervalle de separation :

(a) gz

) = N

(b) gla) = e . m

e

(©) gla) = (e —2P +o -

(d) g(z) =2+ (z—2)°.
Exercice 3 On considere le probleme de calculer V2. Cela revient & trouver le
zéro positif o = /2 de la fonction f(x) = 2® — 2, c’est-a-dire a résoudre une
équation non linéaire.
Vérifier que o = \/2 est un point fize de la fonction

1 1
g(x) = —1x2+x+§

Ensuite, prouwver que pour (0 € [1,2], il existe une constante C > 0 telle que
2% — o < C*2©@ — | Vk >0

5
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Quel est le comportement de la suite {x*)} lorsque k — oo 2 Combien d’itérations
de la méthode de point fixe sont nécessaires pour trouver une valeur approchée de
V2 qui soit exacte jusqu’au dizieme chiffre apres la virgule ¢ (Suggestion : il faut
avoir une estimation de la constante C'.

Exercice 4 Soit la fonction F(z) = 223 — x — 2, on se propose de lrouver les
racines réelles de F' par la méthode des approrimations successives.
Montrer que F posséde une seule racine réelle T € [1,2].
FEtudier la convergence des trois méthodes itératives suivantes : xg € [1,2] donné
et

(a) x4 =222 — 2.

(b) zpi1 = 22 1
(€) Tpp1 = {/1+ "”“2—"

Si l'une de ces méthodes converge lutiliser pour déterminer T a 1073 preés.

Exercice 5 Soit I’équation  =In(1 + x) + 0.2 dans RT.

Montrer que la méthode itérative définie par g(x) = In(1+x)+0.2 est convergente
(vérifier les hypothéses du théoréme du point fize). Choisir xo, condition initiale
de litération, dans lintervalle de convergence puis trouver x limite de la suite.
Donner l'ordre de la méthode.

Exercice 6 On veut calculer les solutions de [’équation

3
f(z) :g—sin(a:)—l—%—g:(),
dans lintervalle [_TW, 7t]. D’aprés le graphe de f, on a deux zéros ay € I} = [%ﬁ, 0]

et ap € Iy = [g,ﬂ'].

1. Peut-on appliquer la méthode de la bissection pour calculer les deuz racines ¢
Pourquot ? Dans le cas ot cela est possible, estimer le nombre minimal d’ité-
rations nécessaires pour calculer le(s) zéro(s) avec une tolérance 10710 sur
les intervalles I et Io.

2. Ecrire la méthode de Newton pour la fonction f. A l'aide du graphe de la
fonction f, trouver pour quel zéro l'ordre de convergence de la méthode est
égal a 2.

3. On considére maintenant la méthode de point fize vy = g(zk), avec

. Tk T \/§
g(xg) = sin(xg) + 5 <6 _ 7)

pour calculer le zéro ag € 1. Etablir si cette méthode de point fize est



e [ocalement convergente, c.-a-d. la méthode converge vers asg pourvu que x
soit assez proche de o ;
e globalement convergente sur I, c.-a-d. la méthode converge pour tout xy €
I,. Pour ce faire, considérer le graphe de la fonction g(x) sur lintervalle
.[2.
4. On considere le zéro ay la méthode de point fize précédente. Montrer qu’il
existe une constante positive 0 < C' < 1 telle que

[Trg1 — ao| < Clog — s

et calculer cetle constante.
5. On considére les itérations xyp de la méthode de point fixe , initialisée avec

i
Ty = 5 Montrer que, a partir de ['inégalité du point précédent, on a
|z — o] < CFlzg — gl

puis utiliser ce résultat pour trouver le mombre d’itérations nécessaire pour
que lerreur |z, — | soit plus petite que 2720,

Exercice 7 Soit o une racine double de la fonction f, c-a-d f(a) = f'(a) =0
1. En tenant compte du fait qu’on peut écrire la fonction f comme

f@) = (z—a)’h(z) ou h(a)#0,

vérifier que la méthode de Newton pour l'approximation de la racine o est
seulement d’ordre 1.
2. On considére la méthode de Newton modifiée suivante :

f'(@®)

Vérifier que cette méthode est d’ordre deux si [’on veut approcher a.

k
S _ oo L)

Exercice 8 1. Déterminer la suile des premiers 3 itérés des méthodes de di-
chotomie dans lintervalle [1,3] et de Newton avec xo = 2 pour l'approxima-
tion du zéro de la fonction f(z) = 2% — 2.
2. Soit [ une application de R dans R définie par f(x) = exp(z®) — 42°. On
se propose de trouver les racines réelles de f.
2.1. Situer les 4 racines de f (i.e. indiquer 4 intervalles disjoints qui contiennent
chacun une et une seule racine).
2.2. Montrer qu’il y a une racine o comprise entre 0 et 1.
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2.3 Soit la méthode de point fixe
Tpi1 = ¢(Ik)7 Zo 6]07 ]'[7

exp(z?)

avec ¢ lapplication de R dans R définie par ¢(x) = . Examainer

la convergence de cette méthode et en préciser l'ordre de convergence.
2.4 Ecrire la méthode de Newton pour la recherche des zéros de la fonction

f.
2.5 FEntre la méthode de Newton et la méthode de point fize (1), quelle est

la plus efficace ? Justifier la réponse.

3. Combien de pas de dichotomie on doit effectuer pour améliorer d’un ordre
de grandeur la précision de l’approrimation de la racine ¢

Solutions

Exercice 1

(a) g(z) =1— isin(4x),z € R.
Montrons que g est contractante sur R, on a :

Y

Ot W~

§(r) = —3 cosldr) et |g/(x)] <

donc, d’aprés le cours, g est contractante de rapport de contraction inférieur
ou égal a %.

(b) g(z) =2+ 3|z|,z € [-1,1].
Soient z,y € [—1,1], montrons que |g(z) — g(y)| < 3|z — y| et le rapport de
contraction est k = %

1
(c) g9(z) =—, v €[2,3].
On a :
1 1 1 1
2)=——= et 4<2’<9& -<|-—=|<-
Jr) =g eb 4<i?<9e <] ] <q
donc, Vz € [2,3] |¢/(z)] < 1.
Ainsi, g est contractante de rapport k < }1.
(d) g(z) =V +2.
g est définie sur [ = [—2,4+00[ mais n’y est pas lipschitzienne.
En effet, g est lipschitzienne sur I s’il existe une constante réelle L > 0 ,
telle que V(z,y) € I?,|g(z) — g(y)| < Llz — y|, c’est & dire que le rapport



9(x) —g(y)
e
Posons y = —2. Ce rapport vaut

’g(az) —g(-2) vVa+2 1

= = — +o0o quand z — —2,
T+ 2 | T+2 Nr+2 a

donc non bornable sur tout intervalle contenant —2; ainsi g ne peut étre

lipschitzienne sur [—2, +o0.

En fait, on montre que g est lipschitzienne sur tout intervalle [a, +o00[ avec
1
<
2vVr+2  2v/a—+2
1
2va+2

En outre, g est contractante si L < 1, donc si

|, pour = # y, est borné.

a > —2. Sur cette intervalle, ¢'(z) = . Donc g est
lipschitzienne de constatnte L <

< 1, c’est a dire pour

1
2va+ 2

- 7
a>—-.
4
. 7
En conclusion, g est contractante sur | — T +o0.

Exercice 2

1
(a) Points fixes de g(x) = 7 Rappelons qu'un point fixe de ¢ est un point
T

d’abscisse T vérifiant g(z) = x . Par abus de langage, et dans tous les exercices
qui suivent, on dira que z est le point fixe g (au lieu de Pabscisse du point
fixe de g).

Ici g est définie sur R et on a

gx)y=r=zyr=1=x=1

x = 1 est clairement la seule solution sur R™ de cette équation et est par
conséquent le seul point fixe de g.
Démontrons le autrement :

1
g(r)=r=>—=—-—2=0=zyr—1=0et z>0.

VT
Posons F(x) = zy/x — 1; F est continue sur R™* et dérivable sur R™* et

3
F'(x) = 5\/5 > 0, donc F est strictement croissante sur R™ . D’autre part,
F(0,1) < 0et F(2) > 0, donc F(0,1)F(2) < 0. Ainsi, d’aprés le théoréme
de la valeur intermédiaire, il existe un et un seul réel ¢ € [0.1,2] tel que
F(c) = 0; celui-ci est donc le seul point fixe de g sur [0.1,2]. Le lecteur
pourra aisément démontrer que cela reste vrai sur tout R**
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(b) Points fixes de g(x) = e™*.
Posons F(z) = e~ —x. F est continue et dérivable sur R, et F'(z) = —e % —
1 < 0, donc F' est strictement décroissante. D’autre part, F'(0) = 1 > 0 et

1
F(1) = — — 1 < 0. D’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe

un et un seul réel ¢ € [0, 1] tel que F(c) = 0 ce réel est donc 'unique point
fixe de g sur [0,1] . De méme, on peut aisément démontrer que cela reste
vrai sur tout R. N

e

(c) Points fixes de g(z) = (z — 2)* + 2 — —.
7r

g(m):x:>(:c—2)2:ir—x.

Appliquons le théoréme de la valeur intermédiaire a

Fla)= (27~

F est continue et dérivable sur R.

F(2) = 2(z — 2) — %

Montrons que Vo € R F'(x) < 0.
Pour cela, on étudie le signe de F”, on a

F”(x)z?—%>0:>ex<27rz>x<ln(27r).
En conséquence, F” est strictement croissante sur |—oo, In(27)[ et F'(In(27)) <
0. Ainsi, Vz € R F'(z) < 0, donc F est strictement décroissante . D’aprés le
théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un et un seul réel ¢ € [A, In(27)]
tel que F'(c¢) = 0. Ce dernier est I'unique point fixe de g.
(d) Points fixes de g(z) = z + (z — 2)3.

gr)=r=(z-2°=0=2=2.

Donc 2 est I'unique point fixe de g sur R; ce point fixe est dit triple a cause
de la puissance 3 du terme (z — 2).

Exercice 3
Il faut utiliser la proprieté suivante, qui a été prouvée au cours.
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Proposition 1.0.1 Soit g : [a,b] — R une fonction de classe C*([a,b]),
et soit a € [a, b] un point five de g(c-a-d. g(a) = ). Une fois 20 € [a, b]
assigné, on considere les itérations de point fixe

gD = g(z®)).

On suppose que les hypothéses suivantes soient satisfaites :

H.1 L’image de |a,b] selon g est un sous-ensemble de [a,b] (c-d-d. g :
[a,b] = [a, b];

H.2 I existe une constante C telle que 0 < C' < 1 et que

lJ'(z)| < C Vaz € [a,b].

Alors on a
25D — o] < Cl2® — af VE >0
: _ 1.2 1 .
Les points fixes de g(r) = —;2° + 2 + 5 sont les racines de
L, 1 2
T 4:15 +Z+ 5 x ,
donc a = /2 est bien un point fixe de g.
1 3
Or, le graphe de la fonction _71$2 +x + 5= —Z(.CE -2+ 3 c’est une parabole,

qui atteint son maximum en x = 2. Cette parabole est donc croissante sur [1,2],
ce qui peut étre vérifiée aussi en calculant la dérivée ¢'(x) :

q(z) = Tl ge 11,2]

Donc on aura

o) =2 <gla)<g(2)= 3 Vee[2]

ISy

ce qui montre que 'hypothése H1 est satisfaite (I'image de [1,2] selon g est |
qui est un sous-ensemble de [1, 2]).
De plus, on a que :

L)

5]

1
e L2 = /@) <3,
donc H.2 est satisfaite avec C' =
Il est clair que I’on peut appliquer
On obtient

‘inégalité [2*) —a| < C|z*~Y —al en récurrence.

—_ D | =

2™ — o < Clz* Y —a] <zt —a| < ... < CF2 — al.
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Comme 0 < C' < 1, on a C*¥ — 0 quand k — oo, donc
klim 2% — ol = 0.

c’est-a-dire

lim z® = «.
k—oo

En d’autres mots, la suite {z(®)} converge vers le point fixe @ = v/2. On remarque
que l'opération d’extraction de racine carrée n’est pas nécessaire pour calculer
les valeurs approchées z*): on a donc trouvée une méthode pour implementer
Popération /. a partir des opérations fondamentales (ordinateur aussi fait la
méme chose, mais en utilisant un algorithme optimisé beaucoup plus performant).
Comme |z —a| < 1, on a

2™ — o] <CF =27F,

Alors on aura que |2®) — a| < tolérance pourvu que 27% < tolérance, voir k >
— log,(tolérance). La tolérance a demander si 'on veut que approximation soit
exacte jusq’au aprés la virgule est clairement 10éme chiffre apres la virgule est
clairement 1071°. Ceci nous permet de trouver le nombre d’itérations nécessaires :
c’est le plus petit naturel k tel que k > —log,(1071%) = 101og,(10), donc k = 34.

Exercice 4
Soit Pequation F(x) = 22® — 2 — 2 . Il est clair que F est continue et dérivable
sur R.
Ona F(1) = —1,F(2) = 12, donc F(1)F(2) < 0. D’autre part F'(z) = 62*—1 >0
sur [1,2]. Donc, d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe une seule
solution T € [1, 2] telle que F(Z) = 0.
(a) Etudions la convergence de la suite x,11 = g(z,) = 222 — 2. Tout d’abord
, cette suite, si elle converge, conduit bien a une racine de F'(x) = 0 car si T
est la limite de la suite (x,), alors

T=27"—-2 donc F(T)=27"-7—-2=0.

Par ailleurs, ¢;(z) = 62% > 6 sur [1,2]. Par conséquent, grace au théoréme
des accroissements finis, il existe &, compris entre x,, et z,.1 tel que

191(ns1) — g1(zn)| = 91 (&) Tna — 2nl.

Donc
|1 (Zn11) — 1(z0)] > 6lapgr — 2
Z 62|xn - xn—1|
Z 6n|$1 - SL’Q’
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Alinsi, cette suite diverge et la méthode est a rejeter.

(b) Etudions la convergence de z,41 = go(z,) = . Cette méthode, si

222 — 1
elle converge conduit vers la racine T de F'(x) dans [1, 2], car si T est la limite
de la suite (z,) ,alors

_ 2 _ 5 -
T= donc F(z) =27 -7 —2=0.
—8x
9o(7) = m
8(6x* + 1)
g (x) = m

En conséquence, on ne peut conclure sur la monotonie de g,.Ce pendant on
a -
x
) f—
r)=————-—-—.

Or 7 le point fixe de F' vérifie

2

w21 v

Donc ¢4(T) = —27°, et comme g} est continue, il existe un voisinage V de T

tel que V' C [1,2], et Vo € V,|g5(x)| > 2. Donc cette méthode ne peut pas
converger.

(c) Etudions la convergence de z, 11 = g3(z,) = {/1+ % . Si elle converge,

cette méthode conduit a la racine de F'(x) = 0 dans [1, 2] car si T est la limite
de la suite (z,), alors

¥ 1+§ donc 7 =1+

donc F(z)=27" -7 —2=0.

o8l

T =

On a i
0<gh(r) = ——e=<1.
gs(x) 63/ +2)°

. 3
donc est strictement contractante. D’autre part, g3(1) = i/g > 1, g3(2) =

V2 < 2, or g3 est monotone donc g3([1,2]) C [1,2]. Donc d’aprés le théoréme
du point fixe , la suite x¢ € [1,2], 2,11 = g3(x,)converge vers 'unique racine
T € [1,2] de I'équation gs(z) = =.

Calcul numérique de cette racine & 1072 prés, & partir de zo = 1.
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n 0 1 2 3 1
Tn 1 1,144 [1.162 | 1,165 | 1,165

Donc T = 1, 165 est solution de ’équation a 1073 prés.

Exercice 5
Soit I'équation x = In(1 4 z) + 0,2 dans R™.
Considérons la méthode itérative définie par :

Tpi1 = g(z,) =In(1+z,) + 0.2

Montrons d’abord I’existence d’une solution pour cette équation.
Soit F(z) =In(14+2)+02—=z, on a F'(z) = % < 0 sur R, donc 'équa-
T

tion F(z) = 0 admet au plus une racine. D’autre part on a F(0) = 0,2 > 0 et
F(1) =1In(2) — 0,8 < 0, donc F(0)F(1) < 0; ainsi d’aprés le théoréme de la valeur
intermédiare, il existe une unique racie T € [1, 2] solution de I’équation F'(x) = 0.
Appliquons la Méthode du point fixe pour g(x) = In(1 + x) + 0.2.

g est contractante sur I = [a, b] C]0, 1] car

1
14z

Ve el,0< g (x) < 1.

Dong, si g([a,b]) C [a,b], d’aprés le théoréme du point fixe, il existe une unique
racine T € [a,b] solution de 'équation F(x) = 0. Par exemple, on vérifie que
9([0.7,0.8]) € [0,7;0,8]. En effet g(0,7) = 0,73... > 0,7 et g(0,8) = 0,78... <
0.8. Calcul numérique de cette racine a 1072 et 1073 prés :

n 0 1 2 3 4 Y 6 7 8 9
T, 0,7 0,730 | 0,748 | 0,758 | 0,764 | 0,767 | 0,769 | 0,770 | 0,771| 0,771

Ainsi la racine cherchée est 7 = 0,76 & 1072 prés, et T = 0,771 & 1073 prés.

Exercice 6

1. On peut bien appliquer la méthode de la bissection pour calculer le zéro
ay € I, mais on ne peut pas utiliser cette méthode pour calculer oy, car la

condition f(a).f(b) < 0 n’est pas satisfaite pour tout a,b € [—g, asgl,a < b.

T
On considére donc le deuxiéme zéro ay € [5, 7] ), et on applique la méthode

de la bissection pour trouver une valeur approchée, avec une tolérance tol =
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1071°, Pour estimer le nombre d’itérations nécessaires, il suffit d’appliquer la
formule vue au cours.

b—a
|€k’ < |$k —042‘ < Ok

< 107'Y. Donc k = 30.

avec a = /2 et b = 7, et imposer la condition kT

. Dans ce cas la méthode de Newton s’écrit :

o Fosn@) 3¢
Tyl = Tk — ( ) .

E—COS

On a vu au cours que l'ordre de convergence de la méthode de Newton est 2,
pourvu que f’ ne s’annule pas au zéro de f. En particulier dans notre cas :
- 7éro g : f étant deux fois différentiable, avec f(ag) = 0 et f'(ag) # 0, la
convergence est quadratique (p = 2);
- zéro «a; @ f étant deux fois différentiable, avec f(aq) = 0 mais f'(a;) = 0,
(on voit sur le graphe que a; est un maximum local pour la fonction f), la
convergence sera seulement linéaire (p = 1).
. Pour que 'on ait une convergence locale de la méthode de point fixe vers
g, il faut que ay soit effectivement un point fixe de g, et que |¢'(az)| < 1.
D’abord on vérifie que oy est un point fixe de g(z). En effet :

glag) = sin(ag) + % — (g — \?) = sin(ay) + X (z - ﬁ) L _*
Q2 . ™ \/§
= —3 + sin(ay) — (E —5

= —f(ag) +ay = as,

)"‘C(Q

ou a la derniére ligne on a utilisé le fait que f(az) = 0.
Puis, on considére la dérivée ¢'(x) = cos(z) + 1/2; comme —1 < cos(z) <
0 Vz€[n/2,7], on a que

—-<yg'(z) <

5 = Vo € [r/2,71] = L. (1.1)

N | —

En particulier, comme oy € I, on a |¢'(az)| < 1/2 : la méthode est donc
localement convergente.

- Pour que la méthode soit globalement convergente sur I, il faut que

a) g soit une fonction de I en soit méme (g : Iy — I).

b) on ait

max|g'(z)] < L.
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D’aprés le graphe de g(x) on voit tout de suite que la condition a) est
vérifiée ; la b) est satisfaite aussi, grace a (1.1); en particulier on a

1
m / — —

4. Grace au développement de Taylor de g, on trouve que
|Tpt1 — 2| < max|g(z)|[z), — aal,
x€ly

donc on a la formule suivante pour la constante C :

C = max|g/(z)] = .

z€lsy 2
5. Si I'on applique l'inégalité du point 4) en récurrence on trouve :
21, — o] < CFlzg — .

Dans notre cas, C' = 1/2; I'inégalité que l'on vient de vérifier nous dit que,
pour que I'erreur soit plus petite que 272°, il suffit de trouver & tel que

1
<§)k|l‘0 — Oég’ < 2_20.

Comme 7/2 < ag <7, on a |xg — az| = |7/2 — as| < /2 < 2; donc il suffit
que k soit assez grand pour que

27F 2 <27,
c’est-a-dire k£ > 21 itérations sont nécessaires.
Exercice 7

1. On regarde la méthode de Newton comme une méthode de point fixe :

(k)) — (k) _ f(I(k))

k+1
ke )
Si0 < |¢'(a)] <1 laméthode est d’ordre 2, tandis que si ¢'(a) = 0 elle est
d’ordre 2.
o P = [ @) _ {0 @)
z)® — f(z)f(x x)f7(x
g(x)=1- =

f'(x)? f'(x)?
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f(z) = (x — a)*h(x)
f(z) = (z — a)[2h(z) + (z — @)W (z)]
7 (z) = 2h(z) + 4(x — @) (z) + (z — a)*h” (2).
Donc

J(z) = f@)f"(z) _ (z — a)?h(z)[2h(x) + 4(x — )W (2) + (z — a)?h” (z)]
f'(x)? (z — a)*[2h(z) + (x — a)h'(z)]?
h(x)[2h(z) + 4(z — o)l (z) + (x — a)?h” (7))
[2(z) + (x — a)h'(x)]?

On voit que ¢'(a) = 1/2 et la méthode est donc d’ordre 1.
2. Pour la méthode de Newton modifiée, on a

W
A==
oy 1 od @) ()
f(@)f"(x)

On vient de calculer le terme et on a vu qu'il converge vers 1/2

f'(x)?

si z — «; on a finalement

1
g () :—1+2.§:0

La méthode est donc d’ordre 2.

Exercice 8

1. On cherche les zéros de la fonction f(x) = 2 — 2.
Méthode de la dichotomie : en partant de Iy = [a,b], la méthode de la
dichotomie produit une suite de sous-intervalles I, = [ay, bx| avec Iy 1 C I
et tels que f(ax)f(bx) < 0. Plus précisément
— on pose ag = a,byg = b,xqg = @,
— pour k>0
— Si f(ag)f(xx) < 0 on pose agyq = ak,bry1 = o) sinon on pose apyq =

Tk, bp1 = by
ar + by,

2

— et on pose x =
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iy
Ll e filx)
e e e e S e i e
F |
e &
el E | I

Méthode de Newton :

_ flzy) r— 2 1 1
Tk4+1 = Tk F(an) = Tk orn 2% + o
Y
Flx)

Donc on a le tableau suivant
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Dichotomie Newton
To 2 2
ry 5=15 3=15
ra $=125 I =1416
T3 =137 I+ 2 ~14142156

2. On cherche les zéros de la fonction f(z) = exp(z?) — 422
2.1. On remarque que f(—x) = f(x) : la fonction est paire. On fait donc
une bréve étude sur [0; +o00] :
IO = et lim_ f(z) = +oo,

— f'(x) =0pour z =0et x = VInd et f(vVInd) =4(1 —vIn4) <0; f
est croissante pour x > v/In4 et décroissante pour 0 < x < vIn4.

Le graphe de f sur R est donc le suivant
)

TS B PP VORUUPPRUN. ¥

On a

— une racine dans l'intervalle | —

— une racine dans l'intervalle | —

— une racine dans Uintervalle ]0, vIn4][,
— une racine dans U'intervalle |vIn 4, 4+o00].

. Puisque f(0) =1>0et f(1) = e—4 <0, pour le théoréme des valeurs
intermédiaires il existe au moins un « €]0,1[ tel que f(a) = 0. Puisque
f'(x) = 2z exp(x?) — 8x = 2x(exp(x?) — 2?) < 2z(e — 4) < 0 pour tout

N
b



20 CHAPITRE 1. CALCUL APPROCHE DES ZEROS D’UNE FONCTION

x €]0,1[, ce a est unique.

f(z)

2.3. Etude de la convergence de la méthode (1) :
2.3.1. On vérifie d’abord la CN pour tout o €]0,1] :

a = ¢(a) & 2a = y/exp(a?) & 4a® = exp(a?) & fla) = a.

2.3.2. vérifions maintenant les CS :
2.3.2.1. pour tout x dans |0, 1| on a

exp(z?) e
0< e -<1
V7a T \/;

donc ¢ :]0,1[—]0, 1];
2.3.2.2. ¢ € C'(]0,1]);
2.3.2.3. pour tout x dans |0,1[ on a

x\/exp(x?)

8(2)] = 2

| = lzo(@)] <] <1

donc ¢ est contractante.

Alors la méthode (1) converge vers « point fixe de ¢ et zéro de f.
De plus, étant donné que

¢'(a) = ap(a) = a® # 0.

La méthode de point fixe (1) converge seulement a 'ordre 1.
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Y, y
-
-
#
-
#
l o e
E
s
-~
-
#
#
#
#
#
-
#
#
o =
£ H
- 3
- :
4 :
, H
i o 1 e
#
#
s
-
-

2.4. La méthode de Newton est une méthode de point fixe avec ¢(x) =

xr — ]{,((?). Ici donc elle s’écrit

flo) | eoEd -4 ew(s) -4
[(xr)  2xpexp(a?) —8xp  2wp(exp(zi) —4)

Tpt1 = T —

2.5. Puisque « est une racine simple de f, la méthode de Newton converge

a l'ordre 2 tandis que la méthode de point fixe (1) converge seulement a
lordre 1 : la méthode de Newton est donc plus efficace.
On rappelle qu’avec la méthode de la dichotomie, les itérations s’achévent
a la m-éme étape quand |z, — a| < |[,| < &, ol € est une tolérance fixée
et |I,,| désigne la longueur de Uintervalle I,,,. Clairement I, = %%, donc
pour avoir |z, — «| < € on doit prendre

b—a

m > log, — 1.
Améliorer d’un ordre de grandeur la précision de I'approximation de la
racine signifie avoir
|z — a
10
donc on doit effectuer £ — j = log,(10) ~ 3, 3 itérations de dichotomie.

[z —a| =
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CHAPITRE 2

RESOLUTION NUMERIQUE DES
SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 9 Soit le systéeme linéaire suivant

3])1 — 2562 + 23 = 2
2ZE1 + o + X3 =7
4ZE1 — 31‘2 + 2[L‘3 = 4

1. Résoudre ce systeme par la méthode de Gauss.

2. Fuctoriser la matrice A du systéeme en produit LU ot L est une matrice tri-
angulaire inférieure (avec des 1 sur la diagonale principale) et U triangulaire
supérieure, puis résoudre ce systéme.

Exercice 10 On considére le systeme linéaire Az = b ot :

2 4 8 6
A=|11 4 , b= 5
36 7 4

1. Calculer la factorisation LU de la matrice A.

2. Résoudre le systeme linéaire Ax = b en utilisant la factorisation trouvée au
point précédent.

3. Calculer le déterminant de la matrice A en utilisant sa factorisation LU (Sugyg.
on sait que det(A) = det(LU) = det(L).det(U)).

Exercice 11 On veut résoudre le systéme linéaire Ax = b, ot

1 11 1
A=\ 2 2 5 et b=\ 2
4 6 8 3

par la méthode d’élimination de Gauss.

23
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1. Vérifier que l'algorithme de Gauss ne peut pas étre exécuté jusqu’au bout.

2. Trouver une matrice de permutation P telle que la matrice PA soit factori-
sable. Ecrire le systéme linéaire équivalent & Ax = b (c.-a-d. ayant la méme
solution x) qui a PAcomme matrice associée.

3. Appliquer lalgorithme de Gauss a la matrice PA, et calculer la factorisation
LU de PA.

4. Calculer x en résolvant le systeme linéaire équivalent du point 2., & partir
de la factori- sation trouvée et en utilisant les algorithmes de substitution
progressive et rétrograde.

Exercice 12 Soit A(a) ot a € R, la matrice suivante :

Afa) =

S W =
[NORETEN V)
Q N

1. Déterminez les matrices L(a) et U(a) telles que A(a) = L(a)U(a). Pour
quelles valeurs de a, A(a) admet-elle une factorisation LU ¢

2. Pour ces valeurs de a déterminez le rang de A(a), une base de l'image et
du noyau de A(a). Pour quelles valeurs de b € R3, le systeme (A(a)x = b)
admet t-il une solution (que vous préciserez) ?

3. Lorsque A(a) n’admet pas de factorisation LU, déterminez la matrice éche-
lonnée réduite R(a) Gauss-équivalente o A(a).
(Rappel : Une matrice appelée matrice échelonnée réduite si elle a les pro-
priétés sutvantes :
- Dans toute ligne non-nulle, le premier élément non-nul vaut 1. Il est appelé
le 1 directeur .
-Les lignes dont tous les éléments sont nuls sont regroupées en bas de la ma-
trice.
- Dans deux lignes successives ayant des éléments non nuls, le 1 directeur de
la ligne inférieure se trouve a droite du 1 directeur de la ligne supérieure.
-Toute colonne contenant un 1 directeur a des zéros partout ailleurs. Exemple :
matrice identité. )

4. Déterminez alors le rang de A(a), une base de l'image et du noyau de A(a).

Exercice 13 Soient a et b deux nombres réeels, et soit A(a,b) la matrice :

A(a,b) =

Q2 2 2
o o o9
> O R
_ o O Q2
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1. Appliquez l'algorithme de Gauss sans échange & A(a,b). Pour quelles valeurs
de a et b, A(a,b) admet-elle une factorisation LU ?

2. Pour ces valeurs de a et b, déeterminez le rang de A(a,b), une base de
Iimage et du noyau de A(a,b). Vous préciserez chacune des étapes de votre
raisonnement.

3. Lorsque A(a,b) nadmet pas de factorisation LU, pour quelles valeurs de
a et b, existe-t-il une matrice échelonnée réduite R(a,b) gauss-équivalente a

A(a,b) ?
4. Déterminez alors le rang de A(a,b), une base de I’ image et du noyau de
A(a,b).
Solutions
Exercice 9
31’1 — 21’2 + Z3 = 2
21‘1 + o + 23 = 7

4ZE1 —3I2+2JI3 = 4

Ce systéme s’écrit sous la forme AX = B, ou

3 —2 1 2
A= 2 1 1 et 7
4 -3 2 4

Posons A1) = A, on calcule A® = MM AN on

—_

ML =

|
[SHIFNGU[ N
o = O
o

—_

d’ont

s
x
Il
O O W
SV
WML = =

—_

Donc,

O wIN
U= =

S

I
S O =
Ni= = O

o O
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La matrice A®) est ainsi triangulaire supérieure, c’estla matrice U recherchée.
D’autre part, ona A® = M@ MDAD on en déduit done que

AL — (M(l))—l(M(Q))—l A®) — LU
<~

(& J/
-~

Ainsi A = AW = LU, avec

1 00 1 0 0 1 0 0
L=(210 01 0)=(2 10
1 0 1 0 —% 1 11 1
3 -7 3 7
Ona ainsi factorisé sous la forme :
1 0 0 3 =2 1
A= 2 1 0 0 I 2
i 1 5
3 7 1 00 7

Présantation de la méthode d’identification

Résoudre AX = B revient a résoudre LUX = B. On pose alors Y = UX, la
résolution du systéme initial revient a resoudre successivement les deux systémes
triangulaires :LY = Bet UX =Y

1 0 0 Y1 2 2
LY =B & % 11 0 p | =17 |=Y= %;
3 —7 1 Ys 4 =
Finalement, on résout
3 =21 1 2 1
UX=Y< | 0 % % ro | = % =X=| 2
5 i5
Exercice 10
1 00 2 4 8
L= 1/2 1 0 et U= 0 —1 O
3/2 0 1 0 0 -5

On résout d’abord Ly = b ensuite Ux = y, on obtient z; = 3,20 = —2 et 23 = 1.
On utilise la relation det(A) = det(L)det(U) en remarquant que le déterminant
d’une matrice triangulaire est donné par le produit des ¢léments diagonaux. Donc

det(4) = 1.10 = 10.
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Exercice 11

1. On considére la matrice de la premiéere étape de la méthode de Gauss
(factorisation LU) :

111 aly ol ol
w=a=(z25)=|d ) o
1os) \db o o

On calcule les multiplicateurs :

1) (1)
1

a
l21:—:2 et lglz%zll.
Ay

et on définit
o = o) = ) =0
o2 = ) ) = 3
asy = afy — Ialy =2

o) = ) bl =4

On parvient donc a la matrice suivante :

AR —

OO =
N O =
=~ o

On voit que le pivot (1522) = 0 . Donc on ne peut pas continuer la méthode

d’élimination de Gauss.
2. Si 'on multiplie la matrice A & gauche par la matrice de permutation

100
P=1001
010

Peffet est de permuter la deuxiéme et la troisiéme ligne de la matrice A :

111
PA=| 4 6 8
2 25

Le systéme linéaire équivalent devient PAx = E, avecb=Pb= | 5
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3. On applique 'algorithme de Gauss a la matrice AL = pA

_ ~(1) _ 5‘(1)
lgl—A_él et 131 A_Q,
~(1) ~(1)
aq a1y
et on trouve
~(2 ~(1 7 ~(1
ag; = aé2) - l21a§2) =2

dy = aly — laaly =4

Z1/5(322) = 5:92) - 131592) =

a® g g g

Q33 = Qg3 1a13
On obtient :
1 11
A =110 2 4
0 0 3

qui est une matrice triangulaire supérieure : en particulier la derniere étape de
la méthode se réduit tout simplement 4 A®) = A®) | le dernier multiplicateur
lgp = 6&22) /5&22), étant égal a zéro. On peut donc réecrire la matrice PA du
départ sous la forme PA = LU, ou U est la matrice triangulaire supérieure
AB)

111
v=102 4|,

et L est la matrice triangulaire inférieure qui contient au dessous de la dia-
gonale principale les multiplicateurs que 'on a utilisés :

0 0
10
01

RO A

4. On résout le systéme LUx = b de la facon suivante :
Ly=15b et Ur=y

Puisque L est une matrice triangulaire inférieure, on applique 'algorithme
1

de substitution progressive et on trouve y = | 1
0
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Puis, on utilise ’algorithme de substitution rétrograde pour résoudre le sys-
1/2
téme Uz = y et on obtient la solution du systéme : z = [ 1/2
0

Exercice 12

1. On applique P'algorithme de Gauss sans échange :

121 1 2 1
Al@)=1 3 4 2 | AW =0 -2 -1
0 a 0 2 a

4
2
( a—l

Sia#1, Aa) admet une factorisation LU avec

i)

Ula) = A(a)@) et L(a)=

O = =
_ o O

2. Supposons a # 1, alors A(a) est inversible et :
— rgA(a) = 3.
— une base de I'image de A(a) est constituée des colonnes 1,2,3 de A(a).
- N(4(a)) = {O}.
~ Vb, le systéme A(a)r = b admet une solution unique z = A~'b.
3. Casa=1
Ici on cherche la matrice échelonnée réduite associée a A(1). Elle est unique ,
toutes les transformations de Gauss sont bonnes pour ’obtenir , en particulier
on peut utiliser les calculs précédents ...

1 21 1 2 1 1 2 1
A)=[34 2|0 -2 -1]=]01 12
0 21 0 2 0 00 O
D’on
1 0 0
R)=1{0 1 1/2
00 O

4. — A(1) n’admet pas de factorisation LU

- rg(R(1))=rg(A(1))=2
— Une base de 'image de R(1) (resp. de A(1)) est constituée des colonnes 1
et 2 de R(1) (resp. de A(1)),
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— Une base de N(R(1)) = N(A(1)) est 7'y = (0, —3,1).
— Le systéme (A(1)z = b) a une solution si et seulement si b appartient a
I'image de A(1), c’est a dire si ¢; A1 4o Ay = b. Matriciellement ce systéme

s’écrit :
1 2 b 1 2 by 1 2 by
3 4 bg — 0 -2 bg - 3b1 — 0 —2 bg - 3b1
4 2 b 0 2 bs 0 0 bz+by—3b

Ce dernier systéme, Gauss-équivalent au systéme initial a une solution si
et seulement si b3 + by — 3b; = 0.

— Si les coordonnées de b = (by, bo, b3) vérifient la condition bs + by —3b; =0
la solution générale du systéme (A(1)x =b) est :

3 1 1
T = (2b1+b2,§b1—§b270)+c(0,—§,1) oi ¢ est un paramétre réel.

Exercice 13

1. Si a # 0 on peut appliquer I'algorithme de Gauss :

a a a a
la000| L — L-h
Ala.d) =1, 0 p ls — Is—1
a 0 b 1 l4 — l4—l1
—CL a a a
0 —a -—a —a

. 1) —
Si a#0, Afa,b) 0 —a b—a b—a | I3 — I3—=1

0 —a b—a 1—a l4 — l4—l2

a a a a
Si a0, Ala,b)® = 8 _Oa _b“ _b“
0o 0 b 1 ly — ly—13

Si a#0 et b#0, Aa,b)® =
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En conclusion si a # 0,b # 0,b # 1, A(a,b) admet une factorisation LU :

Ula,b) = A(a, b)®

et

L(a,b) =

— = = =
e )

2. Lorsque a # 0,0 # 0,b # 1 A(a,b) est inversible donc :

— rg(A(a,b)) =4

_ = o O

_ o O O

— une base de I'image de A(a,b) est constituée des colonnes de A(a,b),

- N(A(a,b)) = {0}

3. Cas particuliers : Ici on cherche la matrice échelonnée réduite associée a
A(a,b). Elle est unique , toutes les transformations de Gauss sont bonnes
pour l'obtenir , en particulier on peut utiliser les calculs précédents . ..

- Casa#0,b=1
a a
a 0
Aa, 1) = 0 0
a 0
D’ou
1 1
0 1
Ala, 1) ~ 00
0 0

— = O Q

0
0
1

0

— = O Q

o= O O

a
0
0
0

S OO -

a a a 1
—a —a —a | 0

0 1 1 0

0 0 0 0
00O

1 00
01 1 et R(a,1)=
00O

— A(a,1),a # 0 n’admet pas de factorisation LU.

-~ 18(R(a, 1)) — rg(Afa, 1)) = 3,

— une base de 'image de R(a, 1) (resp. de A(a,1)) est constituée des co-
lonnes 1,2,3 de R(a, 1) (resp. de A(a, 1)),

— une base de N(R(a,1)) = N(A(a,1)) ={0,0,—1,1}

- Casa#0,b=0

Ala, 1) =

D’ou

Q2 2 2

O O O

O O O

—_— oo O Q

o O O R

a a a

—a —a —a |
0O 0 0
0 0 1

O O O e

111
1 11
011
000
1 000
0100
0 011
0000

a a a

—a —a —a
0 0 1
0 0 O
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1111 1110 1000
0111 0110 0110
A0 =105 01| 71000 1| F@0=1q¢01
0000 0000 0000

— A(a,0),a # 0 n’admet pas de factorisation LU.
o rg(R(a7 0)) - rg(A(a, 0)) - 37
— une base de I'image de R(a,0) (resp. de A(a,0)) est constituée des co-
lonnes 1,2,4 de R(a,0) (resp. de A(a,0)),
— une base de N(R(a,0)) = N(A(a,0)) ={(1,-1,0,0)}
- Casa=0,b#0,b#1

0000 00 b b 000b b
0000 [00b 1| 000 1-0
00 b b 0000 000 0
00 b 1 0000 000 0
0011 0010
0001 000 1
0000 ¢ BEOD=|y440
0000 0000

- A(0, b n’admet pas de factorisation LU.
— 18(R(0, b)) = rg(A(0, b)) =
— une base de I'image de R(0,b) (resp. de A(0,b)) est constituée des co-
lonnes 3,4 de R(0,b) (resp. de A(0,D)),
— une base de N(R(0,b)) = N(A(0,b)) est {(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.
—Casa=0,b=1

0000 00 11 0011
0000 00 11 000 0
ACD=19 9117 looool o000
00 1 1 000 0 0000
D’ou

00 1 1

0000

RO.D=17 4 ¢ 0

0000
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— A(0,1) n’admet pas de factorisation LU.

- 18(R(0, 1)) = rg(A(0, 1)) =

1,

— une base de I'image de R(0, 1) (resp. de A(0, 1)) est formée de la colonne

3 de R(0,1) (resp. de A(0,

une base de N (R(0,
Casa=0,b=0

o O O

A(0,0) =

o O OO
o O OO
[aw]

_— o O O

1) =

)
1),
N(A(0,

o O O

0

o O O

0

1)) est {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)}.

01 0001
00 0000
0 0| tEO0=17 79 g
0 0 0000

— A(0,0) n"admet pas de factorisation LU.

— une base de I'image de R(0,0)
4 de R(0,0) (resp. de A(0,0)),

— une base de N(R(0,

0)) =

=1,

N(A(0,

(resp. de A(0,0)) est formeée de la colonne

0)) est {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)}.
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CHAPITRE 3

INTERPOLATION POLYNOMIALE

Exercice 14 Déterminer le polynéome d’interpolation de Lagrange satisfaisant au
tableau ci-dessous

f@) [-1 |2 9 87

1
Exercice 15 Soit f(x) = T
x
Déterminer le polynome dinterpolation de Lagrange pour les points d’appui d’abs-
cisses : —2, —1, 0,1, 2.
Discuter erreur d’interpolation.

Exercice 16 On veut déterminer le polynéme d’interpolation P interpolant la
fonction f(x) = e~ aux points xg = 0,21 = 1,29 = 2,13 = 3.
1. Déterminez les polynomes de Newton associés a la subdivision xqg = 0,11 =
1,1’2 = 2,1‘3 = 3.
2. Déterminez les coefficients du polynéme en utilisant la méthode des diffé-
rences divisées.
3. En utilisant des résultats du cours, montrez que pour tout x € [0, 3],

1

F@) = P@) < 4

Vous pourrez admettre que

max |z(z —1)(z —2)(x —3)| < 1.
z€(0,3]

Exercice 17 Soit f(x) = In(z) estimer la valeur de In(0.60) avec

x 0,40 0,50 0,70 0,80
f(z) -0,916291 -0,6993147 -0,356675 -0,223144

Comparer avec la valeur exacte obtenue grace a votre calculatrice.

35
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Exercice 18 Calculer le polynome d’Hermite Q) tel que :

Q(0) = £(0),Q"(0) = f'(0),Q(5) = f(5),Q'(5) = f'(5), pour f(z) = 115
En déduire la valeur de Q(4), comparer f(4) a Q(4).

Solutions

Exercice 14
Rappelons que le polynome de Lagrange basé sur les points d’appui d’abscisses
xg, X1, ...,T, est d’ordre n et s’écrit

Pa() = 3 Je) Lulo),

avec

j=0,jk R T
ici les points d’appui donnés par :
o =0 f(zo) = -1
Ty =2 f(x1) =2
Ty =3 f(x2) =9
T3 = 5 f(afg) =87

avec

(x — 1) (x — z2)(x — x3)
(zo — 1) (w0 — @2) (20 — 3)
(x —2)(x — 3)(z —bH)
(0—2)(0—3)(0—5)

1

=~ (-2 -3)(z-5)




LQ(I’)

93

37

(z — 20)(z — @) (7 — x3)
(1 = o) (21 — 32) (21 — 73)
(x = 0)(x —3)(z —5)
(2—-0)(2—-3)(2—-5)

1
éx(:r —3)(z —5)

(x — mo)(x — z1)(z — x3)
(w2 — o) (2 — 1) (22 — 3)
(x —0)(x —2)(z — )
(3—-0)(3—2)(3—5)

—%x(az 9z —5)

(x — zo)(x — 1) (2 — 22)
(3 — x0) (w3 — 1) (23 — 22)

1
%x(:c —2)(z —3)

f(zo)Lo(z) + f(z1)Li(z) + f(22)La(z) + f(3)L3(z)

253

= —2 T4+ -1

30

Exercice 15

Soit f(z) =

1422

30

Les points d’appui sont :

zg = —2 f(l"o)—%
= —1 f(ml):%
=0  flw)=1
r3 = 1 f($3):%
Ty = 2 f($4):%
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Le polynéme de Lagrange est donc d’ordre 4. Il s’écrit

Py(x) =Y flan) Lu(x),

Lo() = spae+ 1) - 1) —2)

Li(z) = —éx(l« +2)(z — 1)z —2)

Lo(z) = %(x + )+ 1)@ —1)(z —2)

Ly(z) — —%x(m +2)(x + D)z —2)

Li(z) = 2_14:0(95 + )z 4 1) — 1),
Finalement

Pyz) = f(zo)Lo(x) + f(21)L1(x) + f(22)La(z) + f(23)La(x) + f(24) La(z)
= ix‘l — §x2 +1
10 5 '
Calculons 'erreur théorique sur cette interpolation. celle-ci est donnée ou point x
par :

(n+1)
B(r) = f(a) ~ Pufo) = Noa(o) T8,
ou, & € [minz;, maxz;| = I. Elle vérifie
1
|E(x)] < |Nn+1($)|mMn+1

ou
n

Noa() = [ [ — )

k=0
_ (n+1)
M1 = max | fH(2)].

Comme ici on a 5 points d’appui, cette erreur est majorée par :

B < Ns(o)| ;M.
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4
On a clairement Nj(z) = H(x —a3) = z(2® — 1)(2* — 4). 1 reste a calculer
k=0
M; = max |£®)(t)]. Un calcul assez long donne :
S

—240z(3 — 1022 + 3z%)
(14 22)8

79 (@) =

(Ceci peut étre par exemple obtenu en décomposant f de la fagon suivante,

111 +1 1
1+22 2 1+4x 2'1—ix

(p)
On calcule alors la dérivée d’ordre p de < > , ce qui est plus simpl,

14+ ax

1 ' B o)
l+ar) (1+ax)?

1 ) _ (=1)PaPp!
1+ax (14 az)ett

d’on

—~120i 1 120
Ut 2 (1 —ia)
—2402(3 — 1022 + 32%)
(14 22)6 ’

de méme, on trouve

() — 240

Ainsi I'étude de f©) donne M5 = 100, (pour trouver les extremas de O cest a

dire les racines de I'équation %(—213:6 +1052% — 6322 + 3) = 0, on a recours

au chapitre 1 sur la résolution des équations non linéaire dans R).
Finalement,

100

()] < INo(o)| My = [ofe? = (a2 = Dl 7

5!
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1B()] < INs(e)| gy Ms = [o(a? — 1)(a? ~ 4)|2.

5!
Application & z = 1. On a f(3) = 0.8, P(3) = —0,86, donc l'erreur effective est
E.(3) = |f(3) = P(3)] = 0.06. Or
1 1.1
E(=)| < [Ns(=)|=M; = 0,29
()| < 1N (3) M5 = 0,29

Par conséquent |E.(3)| < |E(3)], Vinterpolation de Lagrange, dans ce cas, donne
une bonne approximation de f(3).

Exercice 16

1. Polynomes de Newton :

x :1+ﬂz+%m(9§—l)+ﬂx(:p—1)(:)3—2).

6e3

2. P
3. On sait que pour tout x € [0, 3], il existe un ¢ € [0, 3] tel que

flz)—P(x) < —m7(z) ou m(x)=uz(x—1)(z—2)(z—3)

On en déduit que :
1
7(x) — Pa)] <

Exercice 17

Soit f(z) = In(x). Estimons la valeur de In(0, 6) grace a une interpolation de La-
grange basée sur les points d’appui donés dans I'exercice. Le polyndme de Lagrange
s’écrit

Py(z) = ) f(wp)Lp(2).

M«

e
Il

0
On cherche donc

P3(0,6) = » f(x)Lk(0,6),

]

B
Il

0

on trouve P3(0,6) = —0,509975.
Estimation de I'erreur théorique dans ce cas. Elle est majorée par

N4 X
()| < 2D

M,
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ot My = max|f®(z)], donc

IE@HSK%—%X%—%X%—@X%—%)%Ma

Cherchons My. On a f(z) = In(z), f'(z) =1, f"(z) = =%, donc fO®(z) = 2 et
f®(z) = 5. Ainsi,

6 6
My = |fD(0,4)] = = —.10"
Donc L6
E < —0,4)(x — —0. — ——.10".
Ainsi, £(0,6) < ﬁ.Or, la valeur exacte de In(0,6) = —0,510826. L’erreur ef-

fectivement commise lors de I’approximation de In(0,6) par P3(0,6) est donc
| P5(0,6) — (—0,510826)| = 8,51 x 107* < 5.
Donc, dans ce cas, I'interpolation de Lagrange donne un bon résultat.

Exercice 18

Soit f(z) = {752 Le polynome d’Hermite Q,, s’écrit

Qn(x) = Hy(x)f(zr) + Y Ki()f (x1)
Hy(z) = [1 = 2(z — xp) Ly (w)| Li(2),  Ki(w) = (v — 2p) L (@)

Calculons les polynomes L, H;, et Ky, sachant que les abscisses des points d’appui
sont xg = 0 et 1 = 5.

r— X X T — X T
Lo(z) = —1-2 et Li(z) = =
O(Qj) o — X1 5 © 1(x) 1 — X 5
—1 1
Ly(z) = - et L(z) = R

Hofa) = (120 — 20) Ly(e0) 3(2)
= (12— 0)(5 )01 - 57
_ 2 3 3 2 1
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Hy(z) = (1-2(z—a1)L(21))Li(2)

1., @4
= (1—2(1’—5)(5))(3)
2, 3,
D’autre part
Kof) = (2 — 20) (@) = (2 = 0)(1 ~ £)* = 2 §x2 b
Ki(2) = (¢ =)L) = (¢ = 5)() = 3 — =
Qs(w) = > Hi(x)f(z) + Y Ki(x)f (xx)
k=0 k=0
= Ho(x)f(x0) + Hi(x)f(21) + Ko(z)f'(w0) + K1(z) f (1)
W0, 16,
= o’ et T

Ainsi on a Q3(4) ~ 0.147 et pour comparaison f(4) ~ 0.0588.

[’écart peut sembler important, mais un calcul de I'erreur théorique sur l'inter-
polation d’Hermite montre que 'erreur effectivement commise est plus petite que
cette erreur théorique, (laissé en exercice). En outre, la valeur z = 4 est relati-
vement proche du bord de l'intervalle d’interpolation qui est [0, 5], et en général,
pour l'interpolation de Lagrange ainsi que celle d’Hermite, 'erreur s’amplifie au
bord de l'intervalle d’interpolation (ce phénoméne est dit de Runge).



CHAPITRE 4

CALCUL NUMERIQUE APPROCHE DES
INTEGRALES

Exercice 19 Donner une approximation de

/% dz
—
0 1"‘1'3

avec une erreur inférieure ¢ 1072,

2
Exercice 20 Déterminer par la méthode des trapézes I = / f(x)dx sur la base
0
du tableau sutvant :

x 0 /8 /4 37/8 /2
flz) |0 0,382683 0,707107 0,923880 1

Ces points d’appui sont ceux donnant sin(z), comparer alors les résultats obtenus
avec la valeur exacte.

Exercice 21 Calculer a l’aide de la méthode des Trapeézes l'integrale [ = fow sin(z?)dx
(avec n =5 puis n = 10 points d’appui).

Exercice 22 Fvaluer a laide de la méthode des Trapézes, integrale : fow Tt d,
avec une erreur inférieure ¢ 1074,

Exercice 23 On lance une fusée verticalement du sol et [’on mesure pendant les
premiéres 80 secondes [’accéleration vy :

t(ens) 0 10 [20 [30 |40 |50 |60 |70 |0
~lenm[s?) | 30 | 31,63 | 33,44 | 35,47 | 37,75 | 40,33 | 43,29 | 46,70 | 50,67

43
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Calculer la vitesse V' de la fusée a linstant t = 80s, par les Trapézes puis par
Simpson.

Exercice 24 Soit f € C'([0;1]. On considére la formule de quadrature élémen-
taire :

/0 F(@)dz = wof(0) + wnf'(0) + waf'(€)

ot & €]0; 1] et woy,wr,ws sont des réels.
1. Déterminer les parametres &, wy, wr,ws pour que la formule de quadrature
soit exacte si f est un polynome de degré inférieur ou égal a 3.
2. A laide d’un changement de variable, construire une méthode de quadrature
élémentaire sur un intervalle [a;b].
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Solutions

Exercice 19

On appliquera la méthode du point milieu composite . Déterminons d’abord
en combien d’intervalle on doit découper l'intervalle de départ pour obtenir la
précision demandée. D’aprés un théoréme du cours, si on utilise n sous-intervalles,
pour une fonction de classe C? , I'erreur est controlée par la formule

b — a1 —a —a)?
[ 10 =20 e e ) ) < B0 a7

2n 24n?  a<t<b
k=0

. _ $2
lei f(2) =, F1(2) = 50, et

_ —62(1 4+ 23)% + (32%)(2) (32?) (1 + )
(1+23)
En majorant en tenant compte que = € [0,1/2], on obtient
()] < 3(9/8)% + (3/4)(2)(3/4)(9/8) < 6.

Nous cherchons n satisfaisant

(=)

1 1 6<1
23°24n?’ 100°

On doit avoir 32n% > 100. Il suffit de prendre n = 2. Appliquant maintenant la
formule du point milieu avec n = 2. On trouve

Exercice 20

a) Soit T' 'approximation de I par la méthode des trapézes, le pas h est donné

— Tn—=%0 _ T
par h = 5

3

T = ﬁ(f(gco) + f(za) +2)  flaw)

2
k=1
= 0,987116

b) Soit S 'approximation de I par la méthode de Simpson. Celle-ci s’écrit,

h
S = g(yo +ys + 41 + y3) + 2y2)

= 1,000135.
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Les points d’appui donnés dans cet exercice correspond & la fonction sinz et
I = fo% sinzdr = 1. On constate donc que 'approximation de I par Simpson
est meilleurs que celle par les trapézes, puisque |S — I| = 0,000135 et |T' — I| =
0,012884.

Exercice 21

a) Pour n =5 donc le pas d’intégration est h = . Calculons par la méthode
des trapeézes

1= Do)+ fas) + 23 Fow)

2
k=1
- T (sin(wQ) + sin(0) + (sin(z)2 + sin(2—7r)2 + 8111(3—7T)2 + sin(4—ﬂ)2)>
10 5) 5} ) 5)
= 0,504431

b) Pour n = 10 donc le pas d’intégration est h = 5.

9

I = S(f(zo) + flaw) +2 flan))

k=1

SR

= = (SiH(WQ) + sin(0) + (Sin(l)Q - Sin(2—7T)2 + sim(3—ﬁ)2 +...+ sin(g—ﬂ)Q)

20 10 10 10 10

= 0,72238

alors que la valeur exacte est approximativement 0, 772651 . Avec ce pas plus
petit approximation numérique est meilleure.

Exercice 22
Soit

_
sin x
dx
0 T

L’erreur de la méthode des trapézes vérifie la formule suivante

b— 3
( ®M§m<%:mwme

E(h) < ——
(h) < 12n2 te(a,b]

Ainsi, pour avoir E(h) < ¢, ou ¢ est l'erreur permise, il suffit de prendre n subdi-
visions de l'intervalle d’intégration telles que

)
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Donc, il suffit que n vérifie,

n >

Cherchons M,. On a f(z) = S22 et

T

sinx 2coszx . 2sinx

fw) = =2

T 2 3

Pour déterminer les extremas de f”, on cherche alors les racines de f®)(x) = 0.
Un calcul simple donne

1
fO(z) = —4(—x3 cos + 6z cosx + 3 sinx — 6sin ).
x

On cherche donc les racines de I’'équation,

—g3cosx + 6xcosx + 3x’sinxe — 6sinz = 0.

D’ou
(=2 + 6x) cos v = (6 — 32°) sin .

En supposant cosz # 0 et 6 — 3z # 0, c’est a dire # # (2k+1)3, (k € {0,1,.. .},
et © # i\/ﬁ, on obtient
6z — 2°

tanr = ——.
6 — 322

Ainsi les racines cherchées sont x = (2k +1)5 ot v = +1/2 oil celles de 1’équaton

. 62 — 23

anr = ———.
6 — 322

Etudions alors cette équation : Graphiquement, en tracant les courbes représenta-

tives dans [0, 77| de tan z et de 233253 , on voit rapidement(a faire) que le seul point

Z’i},ii est d’abscisse © = 0.
On en déduit que f” atteint ses extremas sur [0, 7] en z =0 ou z = v/2 ou 2 =

Cherchons lim f”(z) , le développement limité en x = 0 de f”(x) donne :

d’intersection de tan x et de

s
o -

z—0+
3 2 4 3 .5
f(z) = %(—xg (x—%+> —2x<—%+%+...)+2<—%+%>—|—0(x5))
3
= (-5 o)
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1
Done, lim f(z) = -3 Parailleurs, on vérifie facilement que, |f”(v/2)|] < 1 et
z—0

\f”(%)| < % On a donc M,y = %,et par conséquent, on obtient

3 102 1
n JE— —
- 12 3
> 10.
Application :
Prenons alors, n = 10 , d’ou h = I’_T“ = {5, et donnons une approximation de
I'intégrale par la méthode des trapézes :
I =~ 1,845.

Exercice 23
On sait que l'acceleration v est la dérivée de la vitesse V' donc,

a) Calculons I par la méthode des trapézes. Ici, d’aprés le tableau des valeurs,
h = 10.

n—1

I = g<7($0)+7($n)+227(%)>

i=1
1
= 5.10(30 + 50,67+ 2 x (31,63 + ...+ 46,70))
= 3089m.s~!

b) Calculons I par la méthode de Simpson.

I = %(7(%) + () + 4(y(x1) +y(x3) +...)) + 2(y(x2) + y(2g) +...))
= ?(30 + 50,67 + 4(31,63 + 35,47 + ...) + 2(33,44 4+ 37,75+ ...))

= 3087m.s!



49

Exercice 24

1. la formule de quadrature est exacte pour tout polynome de Pz si et seule-
ment si elle est exacte pour les polynomes de la base canonique {1, z, 2% 3}
de P3, ¢’est-a-dire E(1) = E(z) = E(2*) = E(z®) = 0. Ceci implique que :

1 1
/1dw:w0:1, /a:da::w1+w2:—
0 0

! 1
/ 22dx = 26w, = =,
0 3
! 3 2 1
dr =3 -
/0 T =3 wy = 1
Les coefficients sont donc :
1 1 1
f 2 9 Wo ) w1 6 9 (%) 3

et la formule de quadrature s’écrit comme :
1,1
[ fie= 10+ 510+ 3G
2. On fait le changement de variable x = a + u(b —a) , u € [0;1] :

/abf(l“>d33 = /Olf(a+u(b_ ) (b — a)du,

En posant g(u) = (b—a)f(a+u(b—a)),u € [0;1] on en déduit la formule de

quadrature :

[ 1@ie = [ gtudu = g0) + 55/0)+ 30 G).

[t = @-as@ + S5 @+ S,

a
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CHAPITRE D

METODES ITERATIVES

Exercice 25 On considére les deux matrices suivantes :

1 2 =2 1 -11
A= 11 1 et B= 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Chercher les matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel associées aur matrices A et B
et comparer les rayons spectraut.

Exercice 26 Soit A une matrice symétrique définie positive et T la matrice définie
par : T =2D"' — D YAD~'. On suppose que 2D — A est définie positive.

1. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée au systeme Ax = b converge.
2. Soit la méthode itérative suivante :

2@ donné

Montrer que celte méthode converge et comparer sa vitesse de convergence a
celle de la la méthode de Jacobi.

Exercice 27 Soit A une matrice carrée hermitienne et définie positive, pour ré-
soudre le systéme Ax = b, on pose A=D —~E—~F, L=D"1'E etU = D"'F et
on considére le procédé itératif B(w)z* ) = (B(w) — A)z™® 4+ b avec B(w) =

1
—D(I —wl).
~D(1 - wl)
1. Ecrire Uitération sous la forme xF+t1) = T(w)a™ + ¢ (%) et montrer que
T(w)=({I—-wL) ™ ((1 —w)l +wl).

2. Montrer que la matrice B(w) + BH(w) — A est définie positive pour 0 <
w< 2.

3. Montrer que si X est valeur propre de Q(w) = A7 (2B(w)—A) alors ReX > 0.

ol
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4. Vérifier que Q(w) + I est inversible et que (Q(w) — I)(Q(w) +I)~! = T(w).
5. Trouver une relation entre les valeurs propres u de T'(w) et les .

6. En écrivant p en fonction de X\, prouver que le carré du module de n peut
o ) IA]> + 0 — 2Re
s’écrire |ul* =

= ot & est un nombre strictement positif a
N2+ 0+ 2Re) positif

ETPTIMET.

7. En déduire que litération (x) converge pour 0 < w < 2.

Exercice 28 Soit A = (a;j) une matrice carrée inversible dont les éléments dia-
gonauxr sont non nuls. A est écrite sous la forme A =D — L —U ot D est une
matrice diagonale et L ( respectivement U ) est triangulaire inférieure (respective-
ment supérieure). Pour résoudre le systéme Az = b, on utilise la méthode itérative
sugvante :

)

i—1
aiix(kﬂ) = a“ml(k) —0 Z aij17§k+1) — (]_ — 9)(,() ;5T
7j=1

i—1 n
+ (1—-w)b Z aijx§-k) —w Z aijxgk) + wb;
j=1 =i

ot 0 et w sont des réels firés (w non nul) et k=0,1,---

1. (a) Montrer que la méthode proposée peut s’écrire sous la forme matricielle :
g® D = M0, w)2® +c(0,w) (%)

(b) Pour quelles valeurs de 0 et w obtient-on les méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel ¢
2. On prend 0 =1

(a) Trouver une relation entre les valeurs propres de M(0,w) et celles de la
matrice de Gauss-Seidel associée a A.

(b) Peut-on comparer la vitesse de convergence de la méthode (%) a celle de
Gauss-Seidel ¢

3. OnprendU=L'"et =0
(a) Trouver une relation entre les valeurs propres de M(0,w) et celles de la
matrice de Jacobi associée a A.

(b) En supposant que la méthode de Jacobi converge, montrer que la mé-

thode (x) avec 0 = 0 converge pour 0 < w < 1 ot pyest la plus
—

petite valeur propre de la matrice de Jacobi associée ¢ A.
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4. En supposant que A est une matrice tridiagonale, trouver une relation entre
les valeurs propres M (0,w) et celles de M(1,w).

5. En supposant que A est définie positive et symétrique peut-on comparer les
vitesses de convergences des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, M(0,w) et
M(1,w).

Exercice 29 Soit A = (a;;) une matrice carrée inversible dont les éléments dia-
gonauzr sont non nuls. A est écrite sous la forme A =D — L — U ot D est une
matrice diagonale et L (respectivement U) est triangulaire inférieure (respective-
ment supérieure). Pour résoudre le systéme Ax = b, on utilise la méthode itérative

n i—1

sutvante : a,-l-a:z(»kﬂ) = aiiscgk) +w (bi - Z aijxg-k)) +r Z Qs ($§k) - Jfg-kﬂ)) , 0U
j=1 j=1

r et w sont des réels fixés (w non nul ) et k=10,1,---

1. Montrer que la méthode proposée peut s’écrire sous la forme matricielle :
2+ = M (r, w)a® + ¢ avec : M(r,w) = (D —rL)"*(aD + bL + eU)
ot a , b sont des réels qu’on exprimera en fonction de r et/ou de w.

2. Vérifier que cette méthode permet d’obtenir les méthodes de Jacobi, Gauss-
Seidel et de relaxation pour des choix appropriés de r et w.

3. Montrer que les valeurs propres de M(r,w) sont les racines de l’équation :
det(aD — L —wU) aveca=A+w—1let f=A—1)r+ w.

4. En supposant que A est une matrice tridiagonale, montrer que les valeurs
propres i de M(0,1) sont liées aux valeurs propres A de la matrice générale
M(r,w) par la relation (A +w —1)? = wp? (A = 1)r +w).

5. Comparer la vitesse de convergence des méthodes classiques en discutant se-
lon les valeurs des paramétres.

Solutions

Exercice 25
Exemples de matrices dont les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel ne convergent
pas ou ne divergent pas simultanément.

Exercice 26

1. Utiliser le cours .

2. Posons Ts = T2 ot 2™+ = Tz~ — Tb,
Si A est valeur propre de T alors A\? est valeur propre de Ts donc o(Ts) < 1
et la convergence en résulte. La méthode converge plus rapidement que la
méthode de Jacobi.
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Exercice 27

. Si A=a-+ibalors |u|* =

. Utiliser le cours.

. Soit A une valeur propre de Q(w) associée a un vecteur propre x donc

(2B(w) — A)x = Mz,
par suite
27 (2B(w) — A)x = Az Az,

ainsi

Rexx" Az = 2" (B(w) + BY (w) — A)x.
Par ailleurs d’aprés 2, B(w) + B (w) — A est définie positive donc ReX > 0.

. Qw)+ 1 =24"'B(w).

1
Ao 1T

L—p
a’?+b>—2a+1
a?+b2+2a+1"

. Si0 <w < 1alors a > 0 par suite |u| < 1.

Exercice 28

(a) M(A,w)=(D—0L) " (1 —w)D+ (w—0)L+wU).

(b) # =0 et w =1 donnent Jacobi.
0 = w = 1 donnent Gauss-Seidel.

(a) 6 =1, si pu est valeur propre de M(1,w) et p est valeur propre de M (1, 1)
alors p=1—w 4+ wA.

(b) Affirmatif.

(a) Si p est valeur propre de M(0,1) et A est valeur propre de M (0,w) alors
A=1—-w+wpu.

(b) Si la méthode de Jacobi converge alors |u;| < 1 pour tout i, A étant

symetrique on peut ranger ses valeurs propres par ordre croissant p; <
1
po < -+ <y, done < Vi.
11— = 1 —py
La méthode (%) converge si —1 < 1 —w + wp; < 1 et ceci est vérifié si

O<w<

L=



Exercice 29

1. M(r,w)= (D —rL)" (1 =w)D+ (w—7)L +wl).

2. 0 =0 et w=1 donnent Jacobi.
r = w = 1 donnent Gauss-Seidel.
r = w donne relaxation.

3. il suffit d’écrire.

4. Comme il s’agit de matrices tridiagonales, on utilise la propriété

det(aD — L — U) = det(aD — BuL — pu~*U).

%)



