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Travaux dirigés
Série n°: 1

Exercice 1: Les empilements cubiques

On consideére successivement les empilements monoatomiques suivants: cubique simple

(cs), cubique centré (cc) et cubique a faces centrées. Soient (é, b,c ) les vecteurs de la maille

conventionnelle cubique de parameétre de maille « a ».
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Cubique simple (cs) Cubique centré (cc) Cubique a faces centrées (cfc)

Déterminer pour chacune de ces trois structures:

1. Le nombre de premiers et de seconds voisins autour dun atome quelconque pris
comme origine.

2. Le nombre et la position des atomes qui constituent le motif de la maille
conventionnelle.

3. La compacité C ou le taux de remplissage (C est défini comme étant le rapport du
volume occupé par les atomes au volume de la maille).

4. Les parametres de la maille élémentaire ainsi que le volume engendré par les
vecteurs de base (3’0 0o, 60) de cette maille.
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5. Les vecteurs de base (A, B, ) du réseau réciproque ainsi que le volume engendré par

ces vecteurs.

Exercice 2 : Expression de la distance drr:

On considere une famille de plans réticulaires de I'espace direct dindices de Miller (A k& 1).
Soit Gna =hA+kB+IC un vecteur du réseau réciproque qui porte les mémes indices.
A, BetC les vecteurs de base du réseau réciproque.



1. Montrer que le vecteur G est perpendiculaire a 1a famille de plans (A k& 7). On rappelle

111

= =)

h kI

2. Soit drw la distance inter-réticulaire entre deux plans (h k I) consécutifs. Montrer que
2r

Gru

que le plan le plus proche de Porigine coupe les axes (&, b,¢) en (

dnripeut s'écrire sous la forme: d,,, =

3. En déduire I'expression de dxx
1) pour un réseau cubique simple.

11) pour un réseau orthorhombique simple.

Exercice 3 : Angle entre deux plans

Dans un réseau cristallin cubique, on considére deux plans réticulaires d'indices de Miller
(h1 k1 lh) et (haka o).

1. En utilisant une propriété du réseau réciproque, déterminer I'expression de I'angle @
entre ces deux plans.

2. Application: calculer I'angle @ entre les plans d'indices (1 0 0) et (1 1 0).

Exercice 4 : Equation d’un plan

On considéere un plan réticulaire de numéro d'ordre m dans une famille de plans d'indices
(h Rk ]). Ce plan est situé a une distance m.drx du plan passant par l'origine (dans ce cas m =

0). Soit M un point, de coordonnées (x, v, z), appartenant au plan (h k& ).
1. En utilisant les propriétés du réseau réciproque, établir I'équation du plan dordre m et
montrer qu’elle peut s’écrire sous la forme:

hx+ky+1z=m

2. Application: Déterminer les indices (h k [) ainsi que le numéro dordre dune famille
(h k 1) contenant les noeuds (1, 2, 0), (1, 1, 2) et (3/2,1/2,1/2).
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Série n°: 2

Exercice 1

On considére une rangée (chaine) infinie d’atomes équidistants de distance d =a/2, ou a est
le pas du réseau. Cette rangée est composée alternativement de I'espece A et de 'espece B.
Les facteurs de structures atomiques de ces deux éléments sont notés fa et /3.

On éclaire cette rangée a incidence normale a I'aide d’'une radiation X monochromatique de
longueur d'onde A et I'on détecte les rayons diffusés par réflexion a I'aide d'une plaque photo
perpendiculaire au faisceau incident. On désigne par #langle entre le rayon incident et le

rayon diffracté (voir figure).

/ Plaque Photo /
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1. A partir de considérations géométriques simples, déterminer la condition d'interférence
sur la plaque photo (condition pour avoir une tache de diffraction sur la plaque).
2. Déterminer le facteur de structure Fr de cette rangée et montrer que lintensité du

faisceau diffracté est proportionnelle a (f4a — f8)2 pour A impair et a (f4 + s )2 pour h pair.

Exercice 2

On considere un édifice cristallin a 2 dimensions caractérisé par un réseau direct
rectangulaire simple de parametres a = 3 Aetb=4A. Le motif de ce systéme est composé
d’'un atome de type A placé en (0, 0) et d'un atome de type B placé en (Y%, %%).

1. Déterminer les vecteurs de base du réseau réciproque.

2. On éclaire cet édifice a I'aide d'un rayonnement X dirigé suivant la rangée [1,0] de
I'espace direct. La longueur d'onde de ce rayonnement est A = 1,8 A



a) En utilisant la construction d’Ewald, préciser les indices des réflexions susceptibles d’étre
observées.
b) Calculer la valeur numérique du premier angle de Bragg.

Exercice 3

On considere les trois structures cubiques: cubique simple (c.s), cubique centré (c.c) et
cubique a faces centrées (c.f.c).

1. Déterminer le facteur de structure Fru pour chacune de ces structures puis donner les
conditions d'obtention de raies permises.

2. On utilise la méthode des poudres pour enregistrer les diagrammes de diffraction de
deux cristaux cubiques A et B qui cristallisent dans I'une des deux formes suivantes : c.c ou
c.f.c. Les mesures des angles de diffusion 26 (entre les rayons directement transmis et ceux

relatifs aux deux premiers anneaux) donnent les résultats suivants:
Cristal A: 42° et 49°; Cristal B: 28° et 41°

a) Attribuer une structure cristalline a chaque cristal
b) Déterminer dans chaque cas le parametre de maille « a » sachant que la longueur d'onde

du rayonnement X utilisé est A = 1,5 A

Exercice 4

Un diagramme de diffraction aux rayonnements X d'un cristal cubique utilisant la

radiation A = 1,54 A a donné des raies correspondant aux angles suivants:

N° de la raie 1 2 3 4 5 6 7 8

0 21°8 | 25°4 | 37°2 | 45°4 | 47°8 | 58°8 | 68°6 | 72°7

1. Déterminer les indices A, &, [ des plans produisant ces raies.
2. Identifier la structure de ce cristal.

3. Calculer le parametre de la maille de ce réseau.
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Exercice 1: Liaisons de type Van der Waals

On consideére un cristal composé de IV atomes d’'un gaz rare. La cohésion dans ce cristal est
assurée par des liaisons de type Van der Waals. Le potentiel d'interaction entre deux

atomes distants de r peut s’écrire sous la forme :

o= (2] (2]]

ou ¢ et 0 sont des constantes positives caractéristiques de chaque cristal. Ce potentiel est
connu sous le nom de potentiel de Lennard-Jones.

1. Quelle est l'origine de chacun des deux termes contenus dans le potentiel d’interaction.
Tracer sur le méme graphe l'allure de ces deux termes ainsi que leur somme u(r).

2. Donner l'expression de I'énergie totale d'interaction U(r) des N atomes du cristal: on

limitera la sommation au Z premiers voisins.
3. Soit r, la distance séparant deux atomes voisins a I'équilibre. Donner la condition

d’équilibre puis exprimer r, en fonction de 0. En déduire I'expression de I'énergie totale
d’interaction U(r).
4. Le réseau de Bravais des cristaux de gaz rares est cubique a faces centrées (c.f.c). Les

parametres ¢ et o de ces cristaux sont regroupés dans le tableau suivant:

Ne Ar Kr Xe
oA 2,74 3,40 3,65 3,98
e (10 -23J) 50 167 225 320

Déterminer I'énergie de cohésion par atome Ec (en eV) ainsi que le parametre de maille

« a» pour chacun de ces cristaux. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau.

5. Donner, en se basant sur les résultats précédents, les principales propriétés des

cristaux de Van der Waals.




Exercice 2: Liaisons ioniques dans la structure CsCl

On considére la structure du chlorure de césium (CsCl) dont le réseau de Bravais est
cubique simple. Le motif de cette structure est composé d'un ion Cs* de coordonnées (0,0,0)
et d'un ion CI~ de coordonnées (Y4, ¥, % ). La distance entre deux ions Cs* et Cl~, premier

voisin, est notée r. L'énergie totale d’interactions des /N molécules du cristal CsCl peut étre

u(r) =N{zﬁ—a e’ }

rP Augyr

mise sous la forme:

z le nombre de premiers voisins, A et p des constantes réelles positives, o la constante de

e ﬁ'ﬁ

1. Expliquer brievement la nature des deux termes contenus dans I'énergie dinteraction

Madelung.

U(r). Tracer sur le méme graphe I'allure de ces deux termes ainsi que leur somme.
2. Etablir I'expression littérale donnant la distance ro entre premiers voisins a I'équilibre.
3. Montrer que I'énergie de cohésion a I'équilibre U(rg) peut prendre alors la forme:
C
U(rp) =—
fo
Donner I'expression de la constante C.
4. Le module de compression B a I'équilibre obéit a la relation :
2
B=V d_Li
dav< )
r=Ip
ou Vest le volume total du cristal.

Déterminer I'expression de B.
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Exercice 1: Vibrations d'une chaine monoatomique

On considere une rangée d’atomes identiques de masse m et de parametre de réseau « a ».
On repere la position d’équilibre du n-ieme atome par x, et le déplacement par rapport a sa
position d’équilibre par w,. La force de rappel F;, exercée sur I'atome n, par tous les autres
atomes, peut se mettre sous la forme:

Fn = ZCp(un+p _un)

p#0

ou C, est la constante de rappel entre I'atome 7 et I'atome (n + p).
On cherche des solutions en forme d'ondes planes d'amplitude uo et de vecteur d'onde K:
U =u, RCR )

ou x, = naest la position d'équilibre de I'atome n.

Upne Una Un Upnia Upiz

1. On se limite aux interactions entre un atome donné et ses plus proches voisins
caractérisées par la constante de rappel C.
a) Donner I'équation du mouvement de I'atome 7.
b) Etablir la relation de dispersion o = f{K) des vibrations de la chaine atomique. Tracer
l'allure graphique de @ = fiK) dans la premiere zone de Brillouin.
¢) Déterminer l'expression de la vitesse du groupe v, puis en déduire la vitesse de son v, .
2. On tient compte maintenant des premiers et seconds voisins et on désigne par Ci et Co
les constantes de rappel correspondantes respectivement.
a) Etablir la nouvelle équation du mouvement de I'atome n.
b) Montrer que la pulsation @ des vibrations atomiques peut se mettre sous la forme:

o (K) = ,(K) + f,(K)
ou f,(K) est la contribution des premiers voisins et f,(K) celle des seconds voisins.
Donner les expressions de f,(K)et f,(K).



Exercice 2: Modéle d’Einstein pour la capacité calorifique

En 1907, Einstein propose un modele théorique permettant de déterminer la capacité
calorifique d’'un solide cristallin due aux vibrations atomiques a une température 7. Dans
ce modele, on assimile les IV atomes du cristal a des oscillateurs harmoniques quantiques.

L’énergie d'un oscillateur a une dimension a pour expression:
en=(+1Y2)hw

ou n est nombre entier positifou nul (n =0, 1, 2, ...), h la constante de Planck réduite et ©
la pulsation de l'oscillateur harmonique.

1. Montrer que I'énergie totale U (énergie interne) des NN oscillateurs a 3 dimensions peut

U=3Nho| 24—+
2 exp(phw)-1

s'écrire:

2. Etablir I'expression de la capacité calorifique a volume constant Cp du cristal. En
posant Og =hw/kg (appelée température d’Einstein), donner la nouvelle expression de Cy.
3. Tracer I'allure de Cyp en fonction de la température.

4. Déterminer la loi de variation de Cy a haute température (T ? 6g) et sa loi de variation

a basse température (T = ). Comparer ces résultats aux résultats expérimentaux.

Exercice 3: Capacité calorifique d’'un réseau linéaire (modéle de Debye)

Soit un réseau linéaire de longueur L et constitué de N atomes identiques équidistants de

«a». On suppose que les ondes de vibrations atomiques de cette chaine sont de la forme:
U(X) = ugel OK—a)

1. Déterminer la densité des vibrations D(®) (ou densité de modes), pour le seul mode

longitudinal possible, en utilisant les conditions aux limites périodiques de Born von

Karman: u(x) = u(x + L).

2. On suppose que la relation de dispersion des phonons puisse étre convenablement

décrite par la relation (approximation de Debye): @ =VK, ou v la vitesse de son.

a) Préciser la valeur maximale de la fréquence de vibration wp des atomes.

b) En déduire l'expression /de la température de Debye 6, puis calculer sa valeur

numérique. On donne: a =3 A, v=3000 m/s, h = 6,62.10 * J.s et kz = 1.3810 ** J /K.
3. En posant x = phw et Xp = fhop =6p /T, donner sous formes d'intégrales définies les

expressions de I'énergie interne U et la capacité calorifique a volume constant Cy des

vibrations du réseau linéaire.
4. Discuter le comportement de Cy a haute (T ? 6p) et a basse température (T = 6p).
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Exercice 1: Electrons libres a une dimension (CLF), passage de 'atome au cristal

On considere un segment de longueur L le long duquel les électrons sont susceptibles de se
mouvoir librement (I'énergie potentielle U est nulle sur le segment). A I'extérieur de ce
segment (x <0 et x> L) leur énergie potentielle U est infinie.

1. Quelle est la forme générale des solutions de I'équation de Schrodinger ? Préciser ces
solutions dans le cas de conditions aux limites fixes (CLF). Représenter l'allure des 3
premieres fonctions d'onde.

2. En déduire la quantification des niveaux dénergie (cinétique) autorisés. Quelle est
'expression littérale des 3 premiers niveaux d'énergie distincts soit E, , E, et E,.

3. Application au cas de 'atome: L = 3 A.

a) Calculer les valeurs numeériques (en eV) prises par E, , E, et E,.

b) L’atome est supposé avoir 2 électrons (supposés libres ), quelle énergie minimale doit-on
communiquer a I'un de ces électrons pour le faire passer de I'état fondamental au premier
niveau excité

4. Applications au cas d'un métal: L = 3mm.

a) Calculer les valeurs numeériques (en eV) prises par E, , E, et E,.

b) La rangée est constituée d’atomes identiques et divalents (2 électrons libres par atome),
équidistants de a = 3 A .Combien de niveaux d’énergie sont occupés dans I'état

fondamental. Quelle est Iénergie E, du dernier niveau occupé ?
Exercice 2 : Métal unidimensionnel (conditions aux limites périodiques)

On considére une rangée infinie d’'atomes identiques équidistants de « a ».

1. Donner l'expression générale de la fonction d'onde des électrons susceptibles de se
mouvoir librement le long de la rangée.

2. Ces fonctions d'onde satisfont aux conditions aux limites périodiques (CLP) de périodicité
L, soit ¢(X) =@(X+1L).

En déduire la quantification du vecteur donde % et la quantification des niveaux d’énergie
possibles pour les électrons.

3. Donner l'expression littérale puis la valeur numérique des 3 premiers niveaux d’énergie
distincts dans le cas d’'un élément monovalent (un électron par atome) dont les atomes sont
équidistants de a = 3 A (on prendra L =3mm).



4. Donner l'expression littérale puis la valeur numérique caractérisant le dernier niveau
occupé a 0 K; soit &, et E,. (vecteur donde de Fermi et énergie de Fermi).

Exercice 3 : Electrons libres dans une enceinte (CLF)

On considere un électron de masse m soumis a un potentiel nul a I'intérieur dun
parallélépipede rectangle de cotés a, b, c et ayant un de ses sommets en O et un autre en M
de coordonnées a, b, c. Le potentiel est infini a I'extérieur de la boite rectangulaire.

1. A quelle équation différentielle obéit la fonction d’'onde ¢ de la particule ?

2. On cherche a résoudre cette équation par des fonctions a variables séparées du type:

P(x, Y, 7) = p(X)p(Y)9(2)
Montrer que I'équation différentielle se scinde en trois équations suivantes:

dx? 2 dz?
2mE

hZ

O+ kot =0 D 1 kpty) -0 L A ko) -0

2 2 2
avec ki +kj+k; =

3. Apres avoir intégrer ces équations différentielles, montrer que les conditions aux limites

sur les parois de la cavité imposent des solutions du type:
n
@(x) = Asin ( L4 Xj; @(y) =Bsin (VTE YJ; »(z) =Csin ( N7~ zj
a c

Dans lesquelles les nombres quantiques 1, 12, 12, sont des entiers positifs ou nuls.

En déduire I'expression complete de la fonction d’'onde résultante.

4. Exprimer les valeurs quantifiées de I'énergie totale £ en fonction de (n,, n, n) et des
dimensions de la cavité.

5. Dans I'hypothese ot la cavité est cubique (@ = b = ¢ = L), déterminer:

- toutes les fonctions d'onde pour les 3 premiers niveaux d’énergie,

- l'expression de I'énergie pour chaque niveau,

- la dégénérescence de chaque niveau (négliger I'existence du spin dans cette énumération).
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Exercice 1: Conduction électrique d’'un métal

1. Considérons un conducteur cylindrique de section droite S, parcouru par un courant
continu d’'intensité I. On supposera que les porteurs ont une charge électrique q, que
leur concentration est n, et quils se déplacent avec une vitesse constante v le long du
conducteur. Déterminer expression de la densité de courant J .

2. Au cours de leurs mouvements sous I'action du champ électrique E , les porteurs de
charge subissent des chocs de la part des ions (supposés fixes) du conducteur. Ces chocs
sont équivalents a une force de frottement visqueux f d'expression: f = -mu/r,ou rle
temps de relaxation (durée moyenne entre deux chocs consécutifs).

a) Ecrire le principe fondamental de la dynamique puis en déduire I'équation différentielle
que satisfait la vitesse U des électrons.

b) Montrer que ce modele de conduction permet de retrouver la loi d'Ohm en régime
permanent. Exprimer la conductivité électrique o du métal et la mobilité 1 des porteurs de
charge en fonction de g, m, n et z.

3. Le cuivre de conductivité électrique o= 5,88 10° (ohm-cm)'1 cristallise dans une structure
cubique a faces centrées de parametre de réseau a = 3,61 A. On admettra que chaque
atome de ce métal libere un seul électron libre. Déterminer la concentration n en électrons
libres du cuivre puis évaluer le temps de relaxation rentre collisions.

Exercice 2 : Quelques propriétés physiques du lithium

Le lithium (Li), de masse atomique 7 et de masse volumique 546 kg.m-?, est un métal qui
cristallise dans le systéme cubique de parameétre de réseau a = 3,48 A. Les électrons de
valence de ce métal (un par atome) se comportent comme des électrons libres.

1. Indiquer la nature du réseau de Bravais du lithium puis calculer sa concentration n en
électrons libres.

2. Préciser la forme de sa surface de Fermi et l'expression littérale puis la valeur
numérique de sa dimension caractéristique ky (vecteur d’'onde de Fermn).

3. Calculer I'énergie de Fermi du lithium Ef, sa température de Fermi 7% et la vitesse vg
des électrons libres les plus rapides.

4. Sachant que la résistivité p du lithium est de l'ordre de 10" ohm.cm & la température
ambiante, donner a cette température la valeur du temps de relaxation « 7» des électrons
de conduction et le libre parcours moyen [/ de ces électrons.



5. Evaluer la vitesse d’entrainement « v,» que les électrons de conduction prennent sous
l'action d'un champ électrique de 1 volt/m et la comparer avec la vitesse de Fermi.

6. Apres avoir rappeler la loi de Widemann-Franz (loi qui relie la conductivité thermique K
et la conductivité électrique o), évaluer K du lithium a la température ambiante.

Exercice 3 : Effet Hall

On considére une plaquette conductrice parallélépipédique de section rectangulaire de
largeur a, de tres faible épaisseur b (b << a) et de tres grande longueur. Les porteurs de
charge q (g < 0) de ce conducteur ont une densité volumique n et une vitesse moyenne
dentrainement U en régime permanent. La plaquette est parcourue par un courant
constant I de densité uniforme j =nqs, et elle est placée perpendiculairement a un
champ magnétique constant et uniforme B = BE, .

A

it (1) X

1. Montrer qualitativement que, sous l'effet de la force de Laplace a laquelle sont soumis les
porteurs de charge, il apparait, entre les faces (1) et (2) du conducteur, un champ électrique
transverse parallele a la direction €, . Préciser le sens de ce champ.

2. Montrer qu’apres un régime transitoire, les porteurs de charges sont soumis a I'action du
champ magnétique B et d'un champ électrique uniforme E ; (champ de Hall) dont les
effets se compensent. Etablir que ce champ E,, sécrit: E,, =—R,,j A B

ou l'on exprimera la valeur de la constante (ou coefficient) de Hall, Ry , en fonction de la
concentration n et de la charge q.

3. Déterminer la différence de potentielle de Hall U,, =V, —V,, apparaissant entre les
faces (1) et (2) de la plaquette. Exprimer U,, enfonctionde B, I, b, q et n.

4. On considére un ruban de cuivre de 10 cm de longueur, de largeur a = 10 cm et
d’épaisseur b = 1 cm parcouru par un courant de 100 A, placé dans un champ B=1,75T.
Le cuivre est de conductivité électrique o = 5,88 10° (ohm-cm)'1 et de densité délectrons
libres n=8.5 1028 m™. Calculer U, , E,, etlechamp électrique E responsable du courant.

On donne: Masse d'un électron m = 9.1 103! kg ; Charge d’'un électron: -e =-1.6 1019 ¢;
Nombre d’Avogadro Na = 6.02 1023 mol!; Constante de Boltzmann kg = 1.38 1023 JK1 ;
Constante de Planck h = 6,6262.10 > J s.
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Exercice 1: Structure de l'alliage Pt-Co

L/alliage platine-cobalt (Pt-Co), comprenant 50% d’atomes de platine et 50% d’atomes de
cobalt, peut exister a la température ambiante sous une forme tétragonale (ou
quadratique) ordonnée stable. Les atomes du platine occupent les sommets et les
centres de face normales a Oz, alors que les atomes du cobalt occupent les centres des
faces normales a Ox et les centres des faces normales a Oy (voir figure). Les

caractéristiques de la maille du composé Pt-Co sont:
a=Db,c=0a avec 6 <1 O
a=L[=y=90°

1. Dans le cas d’'un réseau tétragonal simple, déterminer les vecteurs (A, B,C ) du réseau

réciproque puis en déduire la distance inter-réticulaire drx entre deux plans consécutifs de
la famille (hkl).

2. En assimilant les atomes de l'alliage Pt-Co a des spheres dures, exprimer les rayons
atomiques du platine r,, et du cobalt r, en fonction de «a» et §. En déduire I'expression
de la compacité C de cet alliage en fonction de 6.

3. Déterminer le facteur de structure Fj; des réflexions possibles du systeme Pt-Co en
fonction des facteurs de diffusion atomique fz et fc,. Montrer que Fji,; peut prendre deux
expressions différentes (forte et faible intensité) suivant la parité des entiers A, k et [.

4. Enumérer les sept premieéres raies permises non équivalentes (angle de Bragg
croissant) de l'alliage Pt-Co. Présenter les résultats sous forme d'un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(hk)

Fry




Exercice 2: Cohésion dans un métal

Dans un cristal métallique, I'énergie potentielle d'interaction d'un atome avec ses premiers

proches voisins peut s’écrire sous la forme:

u(r) =uy(r) +u,(r)
=zAe " —zBe™

ou z représente le nombre de premiers voisins (ou coordinence) et les parametres (4, B, p, q)
sont des constantes positives.

Dans cette expression, le premier terme décrit la répulsion due au recouvrement des
orbitales électroniques alors que le deuxiéme terme rend compte de lattraction

Interatomique.
1. Tracer sur un méme graphe I'allures de chacune des fonctions w,(r), u,(r) et w(r).

2. Soit r, la distance a l'équilibre entre deux atomes proches voisins. Déterminer
I'expression de r,en fonction des parametres z, p, g, A et B.

3. Exprimer, a I'équilibre, le terme de répulsion u, (7)) et le terme d’'attraction u, (1) en
fonction de I'énergie de cohésion par atome E. = u(r,). En déduire la condition que doit
satisfaire le rapport p/qpour que les atomes du métal se lient.

4. En tenant compte de I'expression de r,, montrer que £ peut prendre la forme:

E. = Cz*

Donner les expressions de la constante C et 'exposant a.

5. Le module de compression B d'un matériau cristallin a 'équilibre obéit a la relation:

2
B=vd U}
r:ro

av?®

ou U I'énergie potentielle totale du cristal et V son volume. On suppose que V peut
Sécrire: V= NAr®, ou A est une constante qui dépend de la structure du cristal.

a) Montrer que le module de compression B peut prendre la forme:

b) En déduire 'expression de B dans le cas de la structure cubique a faces centrées.
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Exercice 1: Structure de l'alliage Pd-Cus

L’alliage palladium-cuivre (Pd-Cus), comprenant 25% d’atomes de palladium et 75%
d’atomes de cuivre, cristallise sous une forme cubique ordonnée stable. Les atomes du
palladium occupent les sommets alors que les atomes du cuivre occupent les centres des
faces. Soient (é, b,c ) les vecteurs de base de la maille cubique du composé Pd-Cus et « a»

son parametre de réseau.

1. Dessiner la maille de ce composé puis préciser la nature de son réseau de Bravais
ainsi que les coordonnées de son motif.

2. Les atomes du composé Pd-Cus sont assimilés a des sphéres dures et on pose
O =Tpq/Tey » OU '€t 1, sont les rayons atomiques du palladium et du cuivre. Déterminer
I'expression de la compacité C de cet alliage en fonction de § puis calculer sa valeur
numérique en prenant 6=1,075.

3. Déterminer les vecteurs (A, B, C) du réseau réciproque ainsi que le volume engendré

par ces vecteurs. En déduire I'expression de la distance inter-réticulaire dnr entre deux
plans consécutifs de la famille (hkl).

4. Exprimer le facteur de structure Fj,; du systeme Pd-Cus en fonction des facteurs de
diffusion atomique fpy et fc,. Discuter les conditions d’obtention de raies permises et
montrer que Fjy peut prendre deux expressions suivant la parité des entiers A, ket [.

5. Enumérer les sept premieres réflexions permises non équivalentes (angle de Bragg

croissant) de l'alliage Pd-Cus. Présenter les résultats sous forme d'un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(hk)

Fry

6. En envoyant un rayonnement X de longueur d'onde A = 1,5 A sur le systéme Pd-Cus,
la mesure donne un angle de diffusion 26 = 23° pour la premiere raie. Calculer, en
utilisant la loi de Bragg-Laiie, le parametre de maille a du systeme Pd-Cus. En

déduire les rayons atomiques rp, et r,.



Exercice 2: Vibrations d'une chaine monoatomique

On considére une chaine atomique composée d’'atomes identiques de masse m et de
parametre de réseau «a». Sous l'action de la température, les atomes de cette chaine
sagitent et subissent des déplacements par rapport a leurs positions d'équilibres. Soit ux le
déplacement du n-ieme atome par rapport a sa position d’équilibre. La force de rappel Fx
exercée sur 'atome n, par tous les autres atomes, prend la forme:

F = ZCP(u,Hp -u,)

p#n

ou C, est la constante de rappel entre I'atome 7 et I'atome (n + p).

a a a a a a

[Tn—‘Z [Tn—l [Tn I—rn+1 I—In+2

1. En se limitant aux interactions entre un atome et ses plus proches voisins caractérisées
par la constante de rappel C, établir 'équation du mouvement de 'atome n.

2. On cherche des solutions en forme d'ondes planes damplitude uo et de vecteur donde K:
U =u, o/ K —ot)

ou x, = naest la position d'équilibre de I'atome n.

Déterminer la relation de dispersion o = f(K) des vibrations de la chaine atomique.

3. Tracer I'allure graphique de o = f(K) dans la premiéere zone de Brillouin {i, i} .
a a

4. La vitesse du groupe (ou vitesse du paquet d'ondes ) est définie par:
dw
v, =——
dK
Etablir I'expression de v, puis tracer son allure dans la premiere zone de Brillowin. En

déduire la vitesse de son.
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Questions de cours (4 points)

1. Définir le réseau réciproque et donner les relations entre ses vecteurs de base
(A, B, C) et les vecteurs de base du réseau direct (é, b,¢c )

2. Etablir, en utilisant un schéma explicatif, 1a loi de diffraction de Bragg.

3. Définir une liaison de type métallique et donner ses principales propriétés.

Exercice 1 (8 points)

La figure ci-dessous présente la structure de chlorure de sodium (NaCl), comprenant 50%
dions CI~ et 50% dions Na'. Ce systéme cristallise dans un réseau cubique a faces
centrées de parametre a = 5,64 A avec un motif composé d'un ion Cl en (0, 0, 0) et d'un ion
Na'en (%,%,%).

/

L b

Figure 1: Structure NaCl ‘I

1. Etant donné que les masses molaires du sodium et du chlore sont Mn. = 23 g/mol et
Mci = 35,5 g/mol., calculer la masse volumique p du cristal NaCl. On rappelle que le
nombre d’Avogadroest N’ = 6,02.10%.

2. Exprimer le facteur de structure F(h,k,]) de NaCl en fonction des facteurs de
diffusion atomique fnq et fci. Montrer que F(h,k,1) peut s'écrire sous la forme:

F(h: k, l) :Fr(h) k: l)Fm(h: k:l) fNa) fCl)

ou F.(h,k,l) une fonction associée au réseau de Bravais et F,,(h,k,l fy,fc;) une
fonction associée au motif de la structure NaCl.



3. Quelles sont les conditions que doivent satisfaire h, k et [ pour avoir des raies de
diffraction sur I'écran? Montrer que F(h,k,l) peut prendre deux expressions différentes
(forte ou faible intensité) suivant la parité des entiers h, ket [.

4. Enumérer les sept premieres raies permises non équivalentes (angle de Bragg

croissant) du systeme NaCl. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau:

Ne° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(hk)

F(hk,1)

Exercice 2 (8 points)

En 1907, Einstein propose un modele théorique permettant de déterminer la capacité
calorifique d’'un solide cristallin due aux vibrations atomiques a une température 7. Dans
ce modele, on assimile les N atomes du cristal a des oscillateurs harmoniques quantiques.

L’énergie d'un oscillateur a une dimension a pour expression:
en=("+1Y2)hw

ou n est nombre entier positifou nul (n =0, 1, 2, ...), h la constante de Planck réduite et ©
la pulsation de l'oscillateur harmonique.

1 Avant dentamer I'étude du modéele d’Einstein, rappeler la définition de la capacité
calorifique puis donner son comportement (d'un point de vue expérimental) a haute et a
basse température.

2 Montrer que I'énergie totale U (énergie interne) des NN oscillateurs a 3 dimensions peut

U =3Nhw l+;
2 exp(phw)-1

s'écrire:

3. Etablir 'expression de la capacité calorifique a volume constant Cpy du cristal. En
posant Og =hw/kg (appelée température d’Einstein), donner la nouvelle expression de Cy.
4. Tracer 'allure de Cy en fonction de la température.

5. Déterminer la loi de variation de Cy a haute température (T ? 6g) et sa loi de variation
a basse température (T = ). Comparer ces résultats aux résultats expérimentaux.
Comment peut - on expliquer la discordance entre le modele d’Einstein et I'expérience a
basse température ?
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Exercice 1

L'arséniure de gallium est un composé de formule brute GaAs appartenant a la famille
des semiconducteurs III-V. Les atomes de gallium occupent les sites de la maille cubique a
faces centrées et les atomes d'arsenic occupent quant a eux 4 des 8 sites tétraédriques de
cette maille (figure 1). Le paramétre de réseau du cristal Gads est a = 5,65 A.

o
‘Ga

0

o ® @ O 4

Figure 1: Structure cristalline O ’
o

du composé GaAs
/ °

1. Etant donné que les masses molaires du gallium et de l'arsenic ont pour valeurs

Mca= 69,72 g.mol et Mas = 74,92 g.mol !, déterminer la masse volumique p de GaAs.
Le nombre d’Avogadro étant N’ = 6,02.10%.
2. Exprimer le facteur de structure F(h,k,l) de ce cristal en fonction des facteurs de

diffusion atomique fg, et 4. Montrer que F(h,k,l) peut s'écrire sous la forme:
F(h: k; l) :Fr‘(h’ k: l) Fm(h:k’ l)fGa) fAs)

ou F,(h,k,l) une fonction associée au réseau de Bravais et F,, (h,k,1l f;,,fs;) une
fonction associée au motif du composé GaAs.

3. Donner les conditions que doivent satisfaire les indices A, k et [ pour que la diffraction
soit satisfaite. Enumérer les sept premiéres raies permises non équivalentes (angle de
Bragg croissant) du systeme GaAs. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(h k)

F(h k1)



https://fr.wikipedia.org/wiki/Compos%C3%A9_chimique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_brute
https://fr.wikipedia.org/wiki/Semiconducteur_III-V
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cubique_%C3%A0_faces_centr%C3%A9es
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cubique_%C3%A0_faces_centr%C3%A9es

4. En envoyant un rayonnement X de longueur donde A = 1,5 A sur un échantillon de
GaAs, déterminer l'angle de diffraction 6 pour les 7 premieres raies. Présenter les

résultats sous forme d’'un tableau :

Ne° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(hED

sin@

0 (degré)

Exercice 2

On considéere une chaine linéaire constituée de 2N ions équidistants de r et de charges
alternativement égales a + g (figure 2). L'énergie totale d’interactions U(r) des 2NN ions

d’un cristal ionique peut s’écrire sous la forme:

U@ = Ul(r)+U2(r)=N[z£p—a g’ }
r

dreyr

ou z le nombre de premiers voisins, A et p des constantes positives, a la constante de

Madelung.
+q —-q
...... ‘ . ’ ‘ . . . .
«—
r

Figure 2: Cristal ionique linéaire

1. Rappeler la définition d’'une liaison ionique puis préciser la nature physique de
chacun des deux termes d’'interactions U, (r) et U,(r). Tracer sur un méme graphe les

allures des fonctions U, (r), U,(r) et U(r).

2. Montrer que la constante de Madelung a de la chaine linéaire peut s’écrire: a = 2In2.

s , : 4 X"
On pourra utiliser le développement suivant: In(1+ x) [ Z () L r
n
n=1

3. On désigne par r, la distance a I'équilibre entre deux ions voisins. Etablir 'expression

littérale de r, en fonction des parameétres du cristal.

4. Déterminer 'expression de I'énergie de cohésion (ou énergie totale a I'équilibre) de la
chaine ionique. Quelle est la condition que doit satisfaire le parameétre p pour que les
2N ions de la chaine se lient ?
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Exercice 1

Le cuivre (de symbole Cu) est un métal de transition qui cristallise dans la structure
cubique a faces centrées (figure 1). Si on remplace les atomes de cuivre des huit sommets
du cube par des atomes dor (de symbole Au), on obtient le composé AuCu, (figure 2).

Soient f¢, et f4, les facteurs de diffusion atomique de Cu et Au respectivement.

Figure 1 : Cristal de Cu Figure 2 : Alliage AuCu,

1. Déterminer le facteur de structure Fj,;(Cu) du cuivre. Donner les conditions que doivent
satisfaire les entiers A, k et [ pour avoir des raies permises. Enumérer les six premieres
raies permises non équivalentes (angle de Bragg croissant).
2. Déterminer le facteur de structure Fpu(AuCu,) du systeme AuCu, Mettre ce facteur
sous la forme:

Frr(AuCuy) = Fip(Cu) + A

Donner I'expression du terme A.

3. Discuter les conditions d’obtention de raies permises et montrer que Fpu(AuCu,) peut
prendre deux expressions différentes suivant la parité des entiers h, k et [.

4. Donner les six premieres réflexions permises non équivalentes du systeme AuCu,.

Présenter les résultats sous forme d’un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5 6

(h k)

Fr(Au Cug)




5. En envoyant un rayonnement X de longueur d'onde A = 1,54 A sur le systéme
AuCusg, la mesure donne un angle de diffusion 26 = 23° pour la premiere raie. Calculer,
en utilisant la loi de Bragg-Laitie, le parametre de maille a du systeme AuCu.,

Exercice 2

Le chlorure de sodium NaCl cristallise dans un réseau cubique a faces centrées (voir
figure 3). Ce cristal contient IN molécules, soit 2NV 1ions: N ions Na* (charge + e) et IN ions
Cl ~(charge — e). En notant r la distance entre premiers voisins, I'énergie totale

d’interactions U(r) des N molécules du cristal NaCl peut étre mise sous la forme:

dreyr

v = Ul(r)+Uz(r):N{2M’/p—a . }

z le nombre de premiers voisins, A et p des constantes positives, a la constante de

Madelung.

O

Figure 3: Structure du chlorure de sodium, NaCl

1. Décrire brievement l'origine énergétique des deux termes U, (r) et U,(r). Tracer sur
un méme graphe les allures des fonctions U,(r), U,(r) et U(r).

2. Soit r,la distance a I'équilibre entre deux ions voisins Na* et Cl™. Etablir la relation a
partir de laquelle on peut calculer r, en fonction des données du systeme.

3. Déterminer l'expression de I'énergie de cohésion a I'équilibre U(r,). En déduire la

.. . . . I, . _ .
condition que doit satisfaire le rapport -2 pour que les ions Na*+ et CI” se lient.
yej

2
d [g} ouV
dV r=r0

4. Le module de compression B a I'équilibre obéit a la relation: B=V

est le volume total du cristal.

a) Exprimer V en fonction de r et N puis calculer (fi_V .
r

b) Déterminer I'expression du module de compression B.
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Exercice: Crystal de type « diamant »

Le silicium (de symbole Si) cristallise dans la structure de type diamant (figure ci-
dessous). Le réseau de Bravais de cette structure est un cubique a faces centrées (cfc) et le
motif est composé de deux atomes: 'un en (0, 0, 0) et I'autre en (%, %, %4). Soient (é, b, 6)
les vecteurs de base de la maille cubique tels que: a=ai, b =aj, ¢ =ak ou (i, j, k) sont

les vecteurs unitaires le long des axes (Ox, Oy, Oz) et a le parameétre de maille.

zZ A

(000)

X

Figure 1 : Structure de type diamant

Partie A

1. En assimilant les atomes a des spheéres dures et sachant que les premiers voisins se
touchent suivant la grande diagonale, déterminer la compacité C de la structure
diamant. Présenter C sous forme de pourcentage (%).

2. Exprimer la masse volumique p du silicium en fonction de son parameétre du réseau
a, de sa masse molaire M et du nombre d’Avogadro N'. Calculer sa valeur numérique.
3. Déterminer les vecteurs de base (a’o 0o, 60) de la maille primitive ainsi que les
angles (a, £, 7/) entre ces vecteurs. En déduire le volume de cette maille.

4. Déterminer les vecteurs de base du réseau réciproque (A, B, C) associés a la maille
élémentaire puis en déduire le volume engendré par ces vecteurs.



Partie B

1. Donner les coordonnées des atomes formant la structure diamant et déterminer
I'expression du facteur de structure F'(h,k,1) de ce cristal.

2. Montrer que F'(h,k,l) peut s'écrire sous la forme d’'un produit de deux fonctions:
F(h,k,l)=F,(h,k1)F,,(hkI)

ou Fj(h,k,I) une fonction associée au réseau de Bravais et F,,(h,k,l) une fonction
associée au motif de la structure diamant.

Donner les conditions que doivent satisfaire les indices A, & et [ pour que la diffraction soit
satisfaite.

3. Enumérer les cinq premiéres raies permises non équivalentes (angle de Bragg

croissant) de cette structure. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5

(hkD

F(h k1)

4. En envoyant un rayonnement X de longueur donde A = 1,5 A sur un échantillon de
silicium, déterminer I'angle de diffraction € pour les 5 premiéres réflexions permises.

Présenter les résultats sous forme d’'un tableau:

N° de la raie 1 2 3 4 5

(h k)

siné

0 (degré)

Données
Parameétre de réseau du silicium: @ = 5,43 A

Masse molaire du silicium: M= 28,09 g/mol
Nombre d’Avogadro: N = 6,02.10%
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Exercice 1 (8 points)

1. Le platine, de masse atomique M = 195,08 g/mol et de masse volumique p= 21,45 g.cm-3,
cristallise dans le systéme cubique de paramétre de réseau a = 3,92 A On note n le nombre
d’atomes par maille et Na = 6.02 1023 molle nombre d’Avogadro.

a) Déterminer n puis indiquer la nature du réseau de Bravais (cubique simple, cubique
centré ou cubique a faces centrées) du platine.

b) En déduire le rayon atomique de cet élément.

2. Dans un cristal de gaz rare (ou cristal a liaisons de Van der Waals), le potentiel

d’interaction ente deux atomes distant de r peut s’écrire sous la forme:

A B . .
u(r) =u,(r) +u,(r) = —— +— ;ouA et Bdes constantes positives.
r r

a) Décrire brievement l'origine énergétique pour chacun des termes () et u,(r) . Tracer
sur un méme graphe les allures des fonctions w, (1), u,(r) et w(r).

b) Donner les principales propriétés des cristaux de gaz rares.

Exercice 2 (12 points)

L’aluminiure de fer FeAl est un alliage métallique composé de 50% de fer et 50%
d’aluminium. Il se cristallise dans une structure cubique de type B2 (voir figure ci-dessous).

Soient ﬁé, b,¢ ) les vecteurs de base portés par les trois axes de la maille cubique tels que:

la]=|p
ol

=||= a (paramétre de réseau).

O Al
o- O U

1. Préciser la nature du réseau de Bravais ainsi que le motif de cette structure.
2. On suppose que les atomes du composé FeAl sont assimilés a des spheéres dures et on

pose 8 =Ig /Iy , Ou ryet ry les rayons atomiques du Fer et d’aluminium respectivement.



Déterminer I'expression de la compacité C de cet alliage en fonction de & puis calculer sa
valeur numérique sachant que 6 =1,12.

3. Déterminer les vecteurs de base (30 o, 60) de la maille primitive ainsi que les vecteurs
de base du réseau réciproque (A, B,C ) associés a cette maille. En déduire le volume
engendré par ces vecteurs.

4. Déterminer le facteur de structure Fyy du systéeme FeAl en fonction des facteurs de
diffusion atomique fr. et fa. Montrer que Fpy peut prendre deux expressions différentes
(une pour les fortes intensités et I'autre pour les faibles intensités).

5. Enumérer les sept premiéres raies permises non équivalentes (angle de Bragg croissant)
de I'alliage FeAl. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau:

Ne° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(h kD)

Fpy

6. Une expérience de diffraction avec un rayonnement X de longueur donde A =1,5 Asurle
systeme FeAl donne un angle de diffusion 20= 40° pour la premiére raie de forte intensité.
Calculer, en utilisant la loi de Bragg-Latie, le parametre de maille a de l'alliage FeAl puis

en déduire les rayons atomiques ry et .,
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Questions diverses

1. On considére 'équation suivante:

hx+ky+1z=m
a) Que représente cette équation ?
b) Déterminer les indices de Miller et le numéro d'ordre du plan contenant les noeuds
(0,2/2,1/2), (1,0, 1) et (3/2,1/2,0).
2. Représenter, sur une maille cubique, chacun des plans suivants: (01 0), (00 2), (10 1)
et (111).
3. Etablir, en utilisant un schéma explicatif, 1a loi de diffraction de Bragg.
4. Dans le cadre d’'une liaison ionique et en notant r la distance entre premiers voisins,
I'énergie potentielle d’interactions u(r) par molécule peut s’écrire :

2
e

u(r) = u(r)+u,(r) =zl —
dre,r

a) Décrire brievement l'origine énergétique des deux termes u,(r) et u,(r). Tracer sur
un méme graphe les allures des fonctions u,(r), u,(r) et u(r).

b) Donner les principales propriétés des cristaux ioniques.
Exercice

Le tungstene (symbole W) est un métal qui cristallise dans le systéeme cubique de
parametre de réseau a = 3,16 A Sa masse atomique et sa masse volumique sont
respectivement M = 183,84 g/mol et p= 19,3 g.cm-3. Soient (é, b,c ) les vecteurs de base de
la maille conventionnelle de ce systeme.

1. Calculer le nombre n d’atomes par maille du tungsteéne puis indiquer la nature de son

023 mol-1.

réseau de Bravais. Le nombre d’Avogadro étant N =6.02 1
2. En assimilant les atomes a des spheres dures, déterminer I'expression puis la valeur
numérique de la compacité C du tungstene. Présenter C en forme de pourcentage (%).
3. Déterminer les vecteurs de base (é’o 0o, 60) de la maille primitive ainsi que les
angles (a, £, 7/) entre ces vecteurs. En déduire le volume de cette maille.

4. Déterminer les vecteurs de base du réseau réciproque (A, B, C) associés a la maille

élémentaire puis en déduire le volume engendré par ces vecteurs.



5. Exprimer le facteur de structure Fpz; en fonction des indices de Miller (h,k,]) et du facteur
de diffusion atomique f du tungstene. Donner les conditions que doivent satisfaire (h,k,1)
pour avoir des taches de diffraction.

6. Présenter sous forme d’'un tableau, les sept premiéres raies permises non équivalentes

(angle de Bragg croissant) de ce systéme.

Ne° de la raie 1 2 3 4 5 6 7

(h kD)

Fp
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Exercice 1 (10 points)

Le sulfure de zinc ZnS est un composé qui cristallise dans un systéme cubique et la
structure est connue sous le nom « blende ». Cette structure est la méme que celle
du diamant, mais composés de deux types d'atomes différents: le zinc (Zn) et le
soufre (S). On désigne par (é, b, 6) les vecteurs de base de la maille conventionnelle du

composé ZnS et « a» son parameétre de réseau.

. Zn2+

.O ¢ o O s>
oo

O

o Figure 1: Structure cristalline
du composé ZnS

1. Préciser la nature du réseau de Bravais ainsi que le motif du cristal ZnsS.
2. Déterminer le nombre de premiers voisins Z (coordinence), tout en précisant leurs
coordonnées et leur nature chimique, pour:

1) un lon Zn?* ayant pour coordonnées (0, 0, 0).

i) union S?~ ayant pour coordonnées (4, %, ).
3. Les atomes sont assimilés a des spheres dures tels que les rayons ioniques de Zn?* et
S?” ont pour valeurs 1,2+ = 0,74 A et rg2-= 1,84 A. Estimer la valeur du paramétre de
réseau « a » puis calculer la compacité C de la structure ZnS ( Présenter C en %).
4. Calculer la masse volumique p du composé ZnS, sachant que les masses molaires
du zinc et du soufre sont Mz, = 65,37 g.mol ‘et Ms = 32,06 g.mol '. Le nombre
d’Avogadro étant N = 6,02.10%.

5. Déterminer les vecteurs de base (3’0,50,60) de la maille primitive ainsi que les
angles («,f3,7) entre ces vecteurs. En déduire le volume de cette maille.

6. Déterminer les vecteurs de base du réseau réciproque (A, B, C) associés a la maille

élémentaire de la structure ZnS. En déduire le volume engendré par ces vecteurs.



Exercice 2 (10 points)

On consideére un systéme cristallin composé de N atomes et dont la cohésion est assurée

par des liaisons de type Van der Waals. Le potentiel d’interaction entre deux atomes
distants de fj peut se mettre sous la forme:

A B
u(rj) = )
i

ou (A, B) des constantes positives caractéristiques de chaque cristal et (n, p) des entiers
positifs.

1. Rappeler T'origine de chacun des deux termes contenus dans le potentiel d’interaction
puis donner les principales propriétés des cristaux de Van der Waals.

2. En désignant par r la distance entre proches voisins, déterminer I'expression de I'énergie
totale d’interaction U(r) des N atomes de ce cristal. On limitera la sommation au Z
premiers voisins.

3. Etablir la relation a partir de laquelle on peut calculer la distance d’équilibre r, en

fonction des données du systeme.
4. Montrer que I'énergie de cohésion U(r,) du cristal peut se mettre sous la forme:

U ==

o

Donner T'expression de la constante C puis en déduire la condition qui permet de
satisfaire la cohésion du cristal.

5. On suppose par la suite que le systeme cristallise dans une structure cubique a faces

centrées avec n = 6 et p = 12. A I'équilibre, le module de compression B dun solide

cristallin peut étre obtenu a partir de la relation:

2
vl
aVv

} ou V'le volume total du cristal.
I’=r0

a) Exprimer V en fonction de r et N puis calculer (fl—v .
r

b) Déterminer 'expression de B.
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Exercice 1

L’aluminium (symbole Al) est un métal qui cristallise dans le systeme cubique de
parametre de réseau a = 4,05 A Sa masse atomique et sa masse volumique sont
respectivement M = 27 g/mol et p= 2,7 g.cm-3. On désigne par (é, b, ) les vecteurs de base
de la maille conventionnelle de ce systeme.

1. Déterminer la nature du réseau de Bravais de I'aluminium puis dessiner sa maille

023 mol-.

conventionnelle. Le nombre d’Avogadro étant N'=6.02 1
2. Donner les coordonnées des premiers et des seconds voisins autour dun atome
quelconque pris comme origine.

3. En utilisant 'approximation selon laquelle les atomes sont assimilés a des spheres
dures, déterminer l'expression puis la valeur numérique de la compacité C de
I'aluminium. Présenter C en forme de pourcentage (%).

4. Déterminer les vecteurs de base (3’0,50,60) de la maille primitive ainsi que les
angles («, f3,7) entre ces vecteurs. En déduire le volume de cette maille.

5. Déterminer les vecteurs de base du réseau réciproque (A, B, C) associés a la maille

élémentaire puis en déduire le volume engendré par ces vecteurs.

Exercice 2

1. On considere les deux structures cubiques: cubique centré et cubique a faces centrées.
Déterminer le facteur de structure Fhri pour chacune de ces structures puis donner les
conditions que doivent satisfaire (h,k,]) pour avoir des taches de diffraction. Enumérer dans
chaque cas, sous forme d'un tableau, les sept premiéres raies permises non équivalentes

(angle de Bragg croissant).

N° dela raie 1 2 3 4 5 6 7

(h kD)

Fyy

2. Au cours d'une expérience utilisant la méthode des poudres, nous avons enregistré les
diagrammes de diffraction de deux cristaux cubiques A et B qui cristallisent dans I'une des

deux formes suivantes: cubique centré ou cubique a faces centrées. Les mesures des angles



de diffusion 26 (entre les rayons directement transmis et ceux relatifs aux deux premiers

anneaux) donnent les résultats suivants:

Angle de diffraction | Cristal A Cristal B

26, (1er anneau) 30° 40°

20, (2¢me anneau) 43° 46,5°

a) Rappeler l'objectif d'une expérience de diffraction aux rayons X pour les solides cristallins
puis donner une description breve de la méthode des poudres.

b) Démontrer, en utilisant un schéma explicatif, la loi de diffraction de Bragg. Pourquoi
utilise t- on les rayons X dans I'analyse des structures cristallines ?

¢) En utilisant les résultats obtenus par la méthode des poudres, déterminer la structure
cristalline de chaque cristal.

b) Calculer dans chaque cas le parametre de maille « a» sachant que la longueur donde du

rayonnement X utilisé est A =1,5 A
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Exercice 1: Electrons libres a une dimension

On considéere un réseau linéaire de NV atomes identiques équidistants de « a». Les atomes
de ce systeme sont supposés monovalents, c'est-a-dire chaque atome possede un électron
dans sa bande de conduction. Ces électrons sont susceptibles de se mouvoir librement le
long du réseau.

1. On cherche des fonctions d'onde ¢(x) des électrons libres, solutions de I'équation de
Schrodinger, dans le cas des conditions aux limites périodiques (CLP) de périodicité L.
Déterminer I'expression de ¢(x) ainsi que celle des niveaux d’énergie E(k).

2. En déduire les caractéristiques de Fermi (vecteur d'onde kg, niveau EFr, température
Tr) de ce métal linéaire. Calculer leurs valeurs numériques (pour Er donner sa valeur en
joule puis en électron-volt).

3. Etablir I'expression de la densité d’états électroniques D(E) dans I'espace des énergies.
Donner cette expression en fonction de Ey et indiquer I'allure de la courbe correspondante.

4. Retrouver l'expression de K, a partir de IXE) et en déduire I'énergie moyenne E dun

électron de ce métal.
5. Les calculs précédents ont été effectués a I'état fondamental correspondant a 7' = OK.
Pour une température 7' non nulle, on doit tenir compte dans les calculs de la distribution

de Fermi-Dirac:

£(E) L

B exp[(E - p)/kgT ] +1

En partant de la relation permettant de fixer le nombre N d’électrons libres, déterminer

ou i est le potentiel chimique

Iévolution de p en fonction de la température T (T' << Tp. On pourra utiliser le

développement I donné ci-dessous.
Ondonne: a=3A; m=9110"kg; kn=13810% JK% h=6,6210 "'J.s

0 a 2
|=.[ —E dE 0yt L +
0 AE-D a+l 6p

e 7V +1



Exercice 2: Paramagnétisme des particules de spin %

On considéere un systeme paramagnétique de n particules (atomes ou ions) par unité de

volume, en équilibre avec un thermostat a la température 7. Chaque partlcule possede un
moment magnétique z proportionnel a son moment cinétique j: i=-g UBJ ou g est le

facteur de Landé etpuyle magnéton de Bohr. Sous laction dun champ magnétique
uniforme B dirigé suivant I'axe OZ, chaque particule acquiert une énergie magnétique
dexpression: E,, =mgugB, ot m=—j,—j+1,..,+].

On s'intéresse dans cette étude aux particules de spin un-demi (j =1/2 et g = 2 ) et on

suppose que le systéme peut étre décrit par la statistique de Maxwell-Boltzmann.

1. Rappeler la définition d’'un systéme paramagnétique en précisant son comportement vis-
a-vis d'un champ magnétique extérieur.

2. Soit Pp, la probabilité pour quune particule se trouve au niveau d’énergie Ej,.

Déterminer les probabilités des deux états d’énergie (m =-1/2 et m=1/ 2) d’'une particule.

En déduire les occupations de ces deux états.
3. Etablir I'expression du moment magnétique moyen < ,u> d’'une particule. En déduire

lPaimantation M de 'échantillon.
upB
B

4. Tracer I'allure de M en fonction de x = . Que représente la valeur n p ?

5. En présence d'un champ magnétique faible (ou a haute température), montrer que la

susceptibilité paramagnétique y de ce systeme peut sécrire sous la forme: y ~ T ou Cest

la constante de Curie a déterminer.
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Exercice 1

On considére un métal dans lequel les électrons sont susceptibles de se déplacer librement.
Les N atomes de ce métal occupent un volume V et sont supposés monovalents (chaque
atome possede un seul électron dans sa bande de conduction). On se propose d’étudier ce
systéme en utilisant les conditions aux limites périodiques (de périodicité Ly suivant Ox, Ly
suivant Qy,. Lz suivant Oz).

1. Soit y la fonction donde d'un électron libre dont I'énergie cinétique est notée E. On

suppose que ¥ est une fonction a variables séparées qui peut s’écrire sous la forme:

v (X Y,2) = p(X)o(y)e(z)
Rappeler I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction d'onde y et montrer que cette

équation peut se scinder en trois équations suivantes:

d?p(x d* d’(z
d(f((z ) +k2p(x) =0; d(il(zy) +kyo(y) =0; d(/;g ) +kip(z)=0

Donner I'expression de k? +k; +k?

2. Les solutions des équations précédentes sont des ondes progressives de la forme :
o(x) = Aexp(ik,x); o(y) = Bexp(ikyy); ¢(z) =Cexp(ik,z)
Montrer que les conditions aux limites périodiques imposent la quantification du vecteur
donde % et de I'énergie cinétique E de I'électron. Donner leurs expressions en fonction de
nombres quantiques tels que (z,, n,, n.) et de (Ly, Ly, Lz).
En déduire l'expression compléte de la fonction d’onde résultante y (X, Y, z) .
3. Dans I'hypothese ou Ly = Ly = Lz = L, donner:
- les fonctions d’onde pour les 2 premiers niveaux d’énergie distincts,
- expression de 'énergie pour chaque niveau,
- la dégénérescence de chaque niveau (négliger le spin dans cette énumération).
4. Etablir I'expression de la densité d’états électroniques D(E) dans l'espace des énergies.
Tracer I'allure de la courbe D(E).
5. Déterminer, a partir de D(E), I'expression du nombre total N d’électrons libres ainsi que

celle de I'énergie totale U de ce gaz électronique. Exprimer U en fonction de N et Er (niveau

de Fermi) puis en déduire I'énergie moyenne d’'un électron de ce métal.



Exercice 2

On considéere un conducteur de n atomes d’argent (Ag) par unité de volume. Les électrons
de valence de ce métal (un par atome) se comportent comme des électrons libres.

1. L’argent cristallise dans le systeme cubique de parameétre de réseau a = 4,09 A Sa masse
atomique est M = 107,87 g/mol, sa masse volumique est p = 10475 kg.m-3. Indiquer la
nature du réseau de Bravais (cubique simple, cubique centré ou cubique a faces centrées)
de I'argent puis en déduire sa concentration 7.

2. En utilisant la sphere de Fermi, déterminer le vecteur donde de Fermi kp, I'énergie de
Fermi Ey, la température de Fermi T et la vitesse vp des électrons les plus rapides.
Exprimer ces grandeurs en fonction de n puis calculer leurs valeurs numériques.

3. Sous laction dun champ électrique E uniforme, les électrons du conducteur se
déplacent a une vitesse moyenne v et leurs chocs avec le reste du réseau sont
équivalents a une force de frottement visqueux f = _mTﬁ (7. = durée moyenne entre
deux chocs). Apreés avoir écrire le principe fondamental de la dynamique, déterminer
I'expression de la vitesse moyenne v des électrons.

4. Montrer que ce modele de conduction permet de retrouver la loi dOhm en régime
permanent. Exprimer la conductivité électrique odu métal et la mobilité 1 des électrons en
fonction de e, m, n et z.

5. La résistivité électrique de l'argent est égale a 1,6.10'6 ohm.cm a la température
ambiante. Les électrons de conduction de ce cristal sont supposés soumis a l'action d'un

champ électrique de 10 volt/m. Calculer le temps de relaxation 7 et la vitesse moyenne v de

ces électrons.

On donne:

La masse d'un électron: m =9.1 103! kg

La charge d'un électron: ¢ =-e =-1.6 1019¢

Le nombre d’Avogadro: Na = 6.02 1023 mol-1

La constante de Boltzmann: kg = 1.38 1023 J K1
La constante de Planck: & = 6,62.10 **J.s
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Exercice 1: Quelques propriétés physiques de Pargent

On considéere un échantillon composé de N atomes d’argent de volume V. L'argent de
symbole chimique Ag est un métal qui cristallise dans le systéme cubique de paramétre de
réseau a = 4,09 A Sa masse atomique est M =107,87 g/mol, sa masse volumique est
p = 10500 kg.m-3. On suppose que les électrons de valence de ce métal (un par atome) se
comportent comme des électrons libres.

1. Déterminer la nature du réseau de Bravais (cubique simple, cubique centré ou cubique a
faces centrées) de I'argent puis calculer la concentration n d’électrons libres.

2. Préciser la forme de sa surface de Fermi et déterminer 'expression littérale puis la
valeur numérique de sa dimension caractéristique kr (vecteur donde de Ferm).

3. Calculer Iénergie de Fermi Er (en joule puis en électron-volt) de 'argent. En déduire sa
température de Fermi Tf. Que représente 'énergie de Fermi ?

4. Etablir I'expression de la densité d’états D(FE) des électrons libres puis tracer son allure.

5. La densité d’états électroniques peut se mettre sous la forme: D(E) = AVE , oll A est une
constante. Expliciter A en fonction de N et Ep puis déterminer I'énergie moyenne E dun
électron de valence de I'argent.

6. Les valeurs expérimentales de la conductivité électrique et la conductivité thermique de
T'argent sont successivement o= 6,21 (chm.cm)’ et K= 4,29 W em ™ K™ pour 7'= 300 K.
Calculer le rapport K/oT et le comparer au résultat théorique (loi de Widemann-Franz).

Exercice 2: Paramagnétisme des molécules de spin S =1

Une assemblé de molécules Oz sans interactions entre elles, uniformément répartie avec
une densité n (nombre de molécules par unité de volume), est en équilibre thermique
avec un thermostat de température absolue 7. Chaque molécule possede un moment

cinétique S et un moment magnétique associé i d’expression:

H=-g Zi S, o g est le facteur de Landé.
m

Ce systéme est placé dans un champ magnétique B uniforme porté par laxe OZ
(B=B €, ) et la composante S: de S peut prendre les trois valeurs suivantes: —7,0,+ 7.
Les molécules se répartissent donc sur trois niveaux d'énergie (E_1,Ey,E, ) .



On pose x = gugB/kgT', ou kg la constante de Boltzmann et x5 le magnéton de Bohr
(ug =en/2m).

1. Déterminer la probabilité P,, pour chacun des trois niveaux dénergie E, (m =-1,0,+1)

de la molécule en fonction de x. En déduire les occupations (nombres de particules)
N,, (m=-1,0,+1) de ces 3 niveaux.

2. Montrer que le moment magnétique moyen < yz> d’'une molécule dans la direction OZ

peut s'écrire sous la forme:

2shx
<'u2> B A1+2chx

Donner I'expression de A.

3. En déduire I'expression de 'aimantation M de I’échantillon puis tracer son allure en
fonction de x. Quelle est 'expression de 'aimantation a saturation Mg ?

4. Montrer qu'en champ magnétique faible (ou a haute température), 'aimantation M est
proportionnelle au champ appliqué B. En déduire la susceptibilité magnétique y de ce

systéme sous la forme y ~ C/T' ou C est la constante de Curie a déterminer.

On donne:

Masse d’un électron m = 9,1 1031 kg

Charge d’'un électron: e = 1,6 1019¢

Nombre d’Avogadro Na = 6,02 1023 mol
Constante de Boltzmann kg = 1,38 1023 JK'!
Constante de Planck & = 6,62.10 **J.s
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Exercice 1

On considere un cristal de forme rectangulaire de c6tés (Ly, Ly ) sur lequel les électrons sont
susceptibles de se déplacer librement. Soit y la fonction donde d’'un électron libre dont
I'énergie cinétique est notée E. On suppose que y est une fonction a variables séparées qui
peut se mettre sous la forme:

v (X y) =p(X)e(y)
1. Rappeler I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction donde y et montrer que
cette équation peut se scinder en deux équations: une pour @(X) et 'autre pour ¢(y).

2. Les solutions des équations précédentes sont des fonctions sinusoidales de formes:
@(x) = Asin(k,x)+Bcos(k,x); @(y)=Csin (kyy)+ D cos(kyy)

Montrer que les conditions aux limites fixes imposent la quantification du vecteur d’onde
% . Donner les expressions de ses composantes (k, k,) puis en déduire I'expression de
I'énergie E.

3. En utilisant la condition de normalisation, déterminer I'expression finale de la fonction
d’onde résultante w (X, y).

4. Dans ’'hypothése ou Ly = Ly = L, donner (sous forme d’'un tableau):

- les fonctions d’'onde pour les 4 premiers niveaux d’énergie distincts,

- I'expression de I'énergie pour chaque niveau,

- la dégénérescence de chaque niveau (négliger le spin dans cette énumération).

Exercice 2

On considere un métal de n atomes monovalents par unité de volume. Les électrons de
valence de ce conducteur sont assimilés a des électrons libres. Sous l'action d'un champ
électrique E uniforme, ces électrons se déplacent 4 une vitesse moyenne o et leurs chocs
avec le reste du réseau sont équivalents a une force de frottement visqueux
f d'expression:
}7 _ mou
7
ou 7 est le temps de relaxation (durée moyenne entre deux chocs consécutifs).



1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique puis déterminer l'expression de la
vitesse moyenne U des électrons.

2. Montrer que ce modele de conduction permet de retrouver la loi dOhm en régime
permanent. Exprimer la conductivité électrique odu métal et la mobilité u des électrons en
fonctionde e, m, net z.

3. Le conducteur en question est supposé étre le cuivre qui cristallise dans un systéme
cubique de parameétre de réseau a = 3,61 A Sa masse atomique est M = 63,54 g/mol, sa
masse volumique est p = 8960 kg.m-3. Déterminer la nature du réseau de Bravais du
cuivre puis calculer sa concentration 7.

4. Sachant que les électrons de conduction du cuivre sont soumis a I'action dun champ
électrique E = 10 volt/m, calculer le temps de relaxation 7 et la vitesse moyenne v de ces
électrons. La résistivité électrique du cuivre étant égale a 1,7.10'60hm.cm a la température

ambiante.

On donne:

La masse d’un électron: m = 9.1 1031 kg

La charge d'un électron: ¢ =-e =-1.6 1019¢
Le nombre d’Avogadro: Na =6.02 1023 mol-t
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Exercice 1: Vibrations d'une chaine monoatomique

On considere une rangée d’atomes identiques de masse m et de parameétre de réseau « a ».
On repere la position d’équilibre du n-ieme atome par x, et le déplacement par rapport a sa
position d’équilibre par w,. La force de rappel F;, exercée sur I'atome n, par tous les autres
atomes, peut se mettre sous la forme:

F = ZCp(ump -u,)

p#n

ou C, est la constante de rappel entre I'atome 7 et I'atome (n + p).
On cherche des solutions en forme d'ondes planes d'amplitude uo et de vecteur d'onde K:
U =u, RCR )

ou x, = naest la position d'équilibre de I'atome n.

Upne Una U, Upnia Upiz

1. On se limite aux interactions entre un atome donné et ses plus proches voisins
caractérisées par la constante de rappel C.
a) Donner I'équation du mouvement de I'atome 7.
b) Etablir la relation de dispersion o = f{K) des vibrations de la chaine atomique. Tracer
l'allure graphique de @ = fiK) dans la premiere zone de Brillouin.
¢) Déterminer l'expression de la vitesse du groupe v, puis en déduire la vitesse de son v, .
2. On tient compte maintenant des premiers et seconds voisins et on désigne par Ci et Co
les constantes de rappel correspondantes respectivement.
a) Etablir la nouvelle équation du mouvement de I'atome n.
b) Montrer que la pulsation @ des vibrations atomiques peut se mettre sous la forme:

o (K) = f,(K) + f,(K)
ou f,(K) est la contribution des premiers voisins et f,(K) celle des seconds voisins.
Donner les expressions de f,(K)et f,(K).



Exercice 2: Electrons libres dans un cristal bidimensionnel

Une lame métallique ayant la forme d'un carré de coté L est composée de N atomes
monovalents: chaque atome posséde un seul électron dans sa bande de conduction. Les
électrons de ce cristal bidimensionnel sont susceptibles de se déplacer librement. On se
propose d’étudier ce systéme en utilisant les conditions aux Limites périodiques (de
périodicité L suivant Ox, L suivant Oy).

1. On suppose que la fonction d'onde w d’'un électron libre, dont I'énergie cinétique est notée

E, peut se mettre sous la forme:

v (X y) =p(x)e(y)
Rappeler I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction d'onde w et montrer que cette

équation peut se scinder en deux équations suivantes:

d?p(x d?
d(f((z )i p( =0, d(’;(zy) +kjo(y) =0

Donner l'expression de k? +k?.

2. Les solutions des équations précédentes sont des ondes progressives de la forme:

o(x) = Aexp(ikx); o(y) = Bexp(ikyy)
a) Montrer que les conditions aux limites périodiques imposent la quantification des
composantes (k,,k,) du vecteur donde k et de I'énergie cinétique E de I'électron.
b) En utilisant la condition de normalisation, trouver l'expression finale de la fonction
d’onde résultante w (X, y).
3. Déterminer les expressions des caractéristiques de Fermi (vecteur d'onde kg, niveau
Epr, température Tr) de ce métal bidimensionnel.

4. Etablir 'expression de la densité d’états électroniques D(FE) dans l'espace des énergies.
Faire apparaitre E, dans I'expression de D(E) puis tracer sa courbe correspondante.

5. Retrouver l'expression de Ej (obtenue dans la question 3) a partir de D(E) puis calculer

Pénergie moyenne E d'un électron de ce métal.
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Exercice 1: Electrons libres a une dimension (CLF)

Un réseau linéaire de longueur L est composé de IN atomes équidistants de a = 4A Les
atomes de ce systéme sont supposés monovalents, cest-a-dire chaque atome possede un
électron dans sa bande de conduction. Chaque électron, de masse m et d'énergie E, peut se
déplacer librement le long du réseau.
1. La fonction d'onde [(x) d'un électron libre peut se mettre sous la forme:

@(x) = Asin(k x)+Bcos(k x)
Rappeler I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction d’onde [1(x) puis en déduire
Iexpression de I'énergie E.
2. Montrer que les conditions aux limites fixes (CLF) imposent la quantification du vecteur
d'onde % et de Iénergie cinétique E de l'électron.
3. En utilisant la condition de normalisation, trouver I'expression finale de la fonction
d’'onde [/(x) de I'électron libre.
4. Déterminer les expressions et les valeurs numériques des caractéristiques de Fermi
(vecteur d'onde kg, niveau Er, température Tr) de ce réseau linéaire.

5. Etablir 'expression de la densité d’états électroniques D(F) dans I'espace des énergies
puis déterminer 'énergie totale U des NN électrons libres en fonction de £

Exercice 2 : Quelques propriétés physiques du cuivre

Le cuivre (symbole Cu) est un conducteur qui cristallise dans le systeme cubique de
parametre de réseau a = 3,60 A. Sa masse atomique et sa masse volumique sont
respectivement M = 63,54 g/mol et p = 8960 kg.m-3. Les électrons de valence de ce métal
(un par atome) se comportent comme des électrons libres.

1. Préciser la nature du réseau de Bravais (cubique simple, cubique centré ou cubique a
faces centrées) du cuivre puis calculer la concentration n d’électrons libres.

2. En considérant une portion d'un conducteur cylindrique de section droite S et parcouru
par un courant continu d’intensité I, montrer que la densité de courant j peut sécrire:

J =nqvu,ou U lavitesse moyenne des électrons libres et g leur charge.
3. Evaluer l'ordre de grandeur de la vitesse moyenne v des électrons de conduction dans un

fil de cuivre de section S = 1 mm? parcouru par un courant d'intensité I=10 A.



4. Sachant que la conductivité électrique du cuivre est o= 5,9 10° (ohm-cm) L, déterminer la
valeur du temps de relaxation 7 des électrons de conduction et le libre parcours moyen / de
ces électrons.

5. Rappeler la loi de Widemann-Franz qui relie la conductivité thermique K et la

conductivité électrique o puis évaluer K du cuivre a la température ambiante (T = 300 K).

On donne:

La masse d'un électron: m=9.1 10 *'kg

La charge d’un électron: ¢ =-e =-1.6 10 C

Le nombre d’Avogadro: Na=6.02 10% mol-1

La constante de Boltzmann: kg = 1.3810 *J K1
La constante de Planck: A = 6,62.10734J S
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Exercice 1: Capacité calorifique d’un réseau bidimensionnel (modéle de Debye)

On considére un réseau plan composé de N atomes et occupant une surface S= L (systéme
a deux dimensions décrit dans la plan xOy par exemple). Sous 'action de la température,
les atomes de ce cristal vibrent et les ondes de vibrations correspondantes peuvent sécrire
sous la forme:

uex, y) = uoei(xKX+ yKy —at)

1. En se placant dans le cadre des Conditions aux Limites Périodiques (CLP):

a) Montrer que les composantes du vecteur d'onde PI( sont quantifiées.

b) Préciser l'espace occupé par les vecteurs dondes PI( puis déterminer la densité de
vibrations D(K).

2. On suppose par la suite que la relation de dispersion des phonons @(K) peut étre décrite
convenablement par la relation o =uvK (approximation de Debye), ou v la vitesse de son.

a) En déduire l'expression de la densité de vibrations D(w) (ou densité de modes) pour
chacun des deux modes de vibrations.

b) Déterminer la valeur maximale de la fréquence de vibration wp (ou fréquence de
coupure de Debye).

3. En procédant aux changements de variables x = phe et Xy = fhoy =6, /T (ou 6, la

température de Debye), montrer que I'énergie interne U due aux vibrations du réseau

Xp XZ
I —dx
0o e -1
Donner I'expression de la constante A.
4. Déterminer les expressions de U(T) a haute température (T ? €p) et a basse

bidimensionnel peut se mettre sous la forme:

2
U(I'):AT[lj

g

température (T = 6p) . On pourra utiliser le résultat de I'intégrale suivante:

0 2
J‘ X [dx=24
0 e —

5. En déduire les expressions de la capacité calorifique a volume constant Cy(7) a haute
température (T ? 6p) et a basse température (T = 6p) . Tracer 'allure de Ci(7).



Exercice 2 : Effet Hall dans un métal

Une plaquette métallique rectangulaire, d'épaisseur A et de largeur b, est représentée sur
la figure suivante. La conduction électrique est assurée par des porteurs de charge q (g <0)
mobiles et dont le nombre par unité de volume est n. La plaquette est parcourue par un
courant d’intensité I, uniformément réparti sur la section de la plaque avec la densité
volumique j=j& (j>0). Elle est placée dans un champ magnétique constant et

uniforme B=B&, (B>0), crée par des sources extérieures.

A

Y «
Z ’ o
p 48
//,
b i )
// _________ ’ _________________
Va -
/, J I
//,
h L (1) X

1. Montrer que la densité de courant j peut Sécrire j =nqv, ol & la vitesse moyenne des
porteurs de charges libres.
2. Sous Peffet du champ magnétique extérieur B, il va y avoir accumulation de charges sur
les faces (1) et (2) de la plaquette. Expliquer ce phénomeéne et donner un schéma de la
répartition de charges.
3. Montrer qu’en régime permanent (cest-a-dire apres que les charges soient accumulées),
il y aura apparition d'un champ électrique uniforme E 5 (dit champ de Hall) d’expression:
E, =R,jBé,
Donner I'expression de la constante de Hall Rg.
4. Déterminer la différence de potentielle de Hall U,, =(V, —V,) apparaissant entre les
faces (1) et (2) de la plaquette. Montrer que U,, s’écrit:
U, - - R};LIB

En quoi la mesure de cette tension de Hall peut-elle étre utile ?

5. On considere une plaquette d’aluminium, de largeur b = 3 cm et d’épaisseur A = 1 mm,
parcourue par un courant I = 10 A et placée dans un champ magnétique B = 750 mT. La
mesure de la tension de Hall donne la valeur U,, = 75 mV.

Déterminer la concentration n d’électrons libres ainsi que la vitesse moyenne v de ces

électrons.
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Exercice 1

On considere un métal composé de N atomes monovalents (chaque atome posséde un seul
électron dans sa bande de conduction) et occupant un volume V. On se propose d’étudier les
états des électrons susceptibles de se déplacer librement en utilisant les conditions aux
Limites périodiques (de périodicité L suivant les trois directions Ox, Oy et Oz). La fonction
ik

donde d’'un électron libre peut se mettre sous la forme ¢(r) = Ae™", ou A la constante de

normalisation et K le vecteur d’onde.
1. Rappeler I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction donde ¢(X,Y,z) et donner

I'expression de I'énergie £ d’'un électron libre.

2. Montrer que les conditions aux limites périodiques imposent la quantification du vecteur
donde ket de I'énergie E de Iélectron libre. Donner leurs expressions en fonction de
nombres quantiques tels que (n,, n,, n,).

3. En utilisant la condition de normalisation, déterminer l'expression complete de la
fonction donde ¢(X, Y, z).

4. Préciser la forme de la surface de Fermi, occupée par les N électrons libres du métal, puis
déterminer ses caractéristiques (vecteur donde kg, niveau Er, température 7).

5. Etablir 'expression de la densité d’états électroniques D(F) dans I'espace des énergies
puis tracer son allure.

6. Déterminer, a partir de D(F), I'expression du nombre total IV d’électrons libres ainsi que

celle de I'énergie totale U de ce gaz électronique. Exprimer U en fonction de N et Er.

Exercice 2

On se propose dans cet exercice d'utiliser le modele d’Einstein (établi en 1907) pour
déterminer la capacité calorifique d’un solide cristallin due aux vibrations atomiques. Dans
ce modele, les N atomes du cristal sont assimilés a des oscillateurs harmoniques

quantiques. L'énergie d'un oscillateur a une dimension prend I'expression suivante:
en=("+1Y2)hw

ou n est nombre entier positif ou nul (=0, 1, 2, ...), h la constante de Planck réduite et @
la pulsation de l'oscillateur harmonique.



1. Montrer que I'énergie totale U des N oscillateurs harmoniques a 3 dimensions peut

U=3Nho| 24—+
2 exp(phw)-1

s'écrire sous la forme:

2. Etablir I'expression de la capacité calorifique a volume constant Cy(T") de ce cristal.

3. En remplagant @ par wg (fréquence d’Einstein) et en posant 6 =hwg/kg
(température d’Einstein), donner la nouvelle expression de Cy(T').

4. Déterminer la loi de variation de Cy(7') a haute température (T ? 6g) et sa loi de
variation a basse température (T = 6g).

5. Tracer I'allure de Cy(T') en fonction de la température puis comparer cette courbe aux
résultats expérimentaux. Comment peut - on expliquer la discordance entre le modéle

d’Einstein et l'expérience a basse température ?
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Exercice 1: Capacité calorifique d’un réseau cristallin (Modéle de Debye)

On se propose dans cet exercice dutiliser le modele de Debye (établi en 1912) pour
déterminer la capacité calorifique d’'un solide cristallin due aux vibrations atomiques. Ce
cristal de N atomes est supposé de forme cubique avec un volume V = L. A une
température T donnée, les atomes du solide vibrent et les ondes de phonons
correspondantes peuvent s'écrire sous la forme:

br
U(X, y’ Z) — uoel(K.r—a)t)

ou PI( et w sont respectivement le vecteur d'onde et la pulsation de I'onde de vibration.

1. En utilisant les Conditions aux Limites Périodiques (CLP) de Born von Karman:

a) Montrer que les composantes du vecteur d'onde PI( sont quantifiées.

b) Préciser I'espace occupé par les vecteurs d’ondes PI( des phonons puis déterminer la
densité de vibrations D(K).

2. Par la suite, on suppose que la relation de dispersion des phonons @(K) peut sécrire
sous la forme @ =vK (approximation de Debye), ou v la vitesse de son.

a) En déduire l'expression de la densité de vibrations (ou densité de modes) D(w) pour
chacun des trois modes de vibrations. Tracer I'allure de D(w).

b) Déterminer l'expression de la fréquence maximale de vibration wp (fréquence de
coupure de Debye). En déduire la température de Debye 6.

3. Donner l'expression de I'énergie interne totale U due aux vibrations des atomes. En

utilisant les changements de variables X = phw et xp = fhwy =6, /T , montrer que U se

3 X 3
U(T)=AT T ID X dx
Quelle est I'expression de la constante A ?
4. Etablir les expressions de U(7) a haute température (T ? 6p) et a basse température
© 3 4
(T = 6p) . On pourra utiliser le résultat de I'intégrale suivante: j XX 1 dx = ;[—5
0e —

5. En déduire les expressions de la capacité calorifique a volume constant Cy(7) a haute

mettre sous la forme:

température (T ? 6p) et a basse température (T = 6p). Tracer l'allure de Cy(7) en

fonction de la température puis comparer cette courbe aux résultats expérimentaux.



Exercice 1: Conduction dans un Métal

On considére un barreau métallique de forme cylindrique, de section S et de longueur L.
Sous Taction d'un champ électrique E uniforme appliqué le long de ce cylindre, les
électrons libres de ce conducteur se déplacent a une vitesse v. On désigne par n la
concentration en électrons libres et g (q < 0) la charge portée par chacun de ces porteurs.

1. Le conducteur en question est supposé étre le nickel (N1) qui cristallise dans un systéme
cubique de parametre de réseau a = 3,52 A Sachant que les atomes du nickel sont
bivalents (chaque atome libére deux électrons), déterminer la nature de son réseau de
Bravais ainsi que sa concentration n. La masse atomique et la masse volumique du nickel
sont: M=58,69 g/mol et p=8,9 g.cm-3.

2. Montrer que la densité de courant j induite par le champ électrique E peut s'écrire
sous la forme: j = nqo .

3. Au cour du mouvement, chaque électron de charge g et de masse m est soumis a I'action
des deux forces suivantes : F =qE et f = —% .

a) Définir la nature physique de chacune de ces forces puis donner la signification de z.

b) Ecrire le principe fondamental de la dynamique et déterminer I'expression de la vitesse
U des électrons libres en régime permanent. En déduire leur mobilité ..

4. En utilisant la loi dOhm, exprimer la conductivité électrique odu métal en fonction de g,
m, n et 7. La résistivité électrique du nickel étant égale a 7.10° Q.cm, estimer la valeur du
temps de relaxation =

5. Rappeler la loi de Widemann-Franz (loi qui relie la conductivité thermique K et la
conductivité électrique o) puis évaluer K du nickel a la température ambiante (7'= 300 K).

On donne:

La masse d'un électron: m =9.1 103! kg

La charge d'un électron: ¢ =-e =-1.6 1019¢

Le nombre d’Avogadro: Na = 6.02 1023 mol-1

La constante de Boltzmann: ks =1.38 1023 J K1
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Probléme: Gaz d’électrons libres

Un matériau métallique occupant un volume V est composé de IN atomes monovalents.
Les électrons de sa bande de conduction peuvent étre traités par « approximation des
électrons libres ». Dans ce modéle et en utilisant les conditions aux limites périodiques (de
périodicité L suivant les trois directions Ox, Oy et Oz), la fonction d’onde associée a chaque
électron libre peut s'écrire sous la forme :

o(r) = A"
ol A la constante de normalisation et k le vecteur donde.
1. Déterminer la constante A puis établir I'équation différentielle a laquelle obéit la fonction
donde ¢(r). En injectant I'expression de ¢(r) dans cette équation, déduire I'énergie £
d’un électron libre.
2. En utilisant les conditions aux limites périodiques, montrer que les composantes du
vecteur donde % sont quantifiées. En déduire lexpression quantifiée de I'énergie E de
Iélectron libre.
3. Préciser la forme de 'espace de Fermi engendré par les N électrons libres du métal. En
déduire les expressions de ses caractéristiques suivantes: Vecteur donde kg, Niveau Ep,
Température Tr.
4. Le lithium et le cmvre cristallisent respectivement dans le réseau cubique centré de
parametre au = 3,48 A et le réseau cubique a faces centrées de parametre ac. = 3,61 A
Déterminer pour chacun de ces métaux les valeurs numériques de la concentration n, kg,

Ep, et Tr. Présenter les résultats sous forme d’'un tableau.

Métal Concentration n kr Er Tr

Lithium

Cuivre

5. Etablir I'expression de la densité d’états électroniques I(E) dans l'espace des énergies
puis tracer son allure. Représenter Er et I(Ep) sur cette méme courbe.




6. Déterminer l'expression du nombre total IV d’électrons libres en fonction Er et D(EF).

7. Soit U I'énergie totale du gaz d’électrons libres dans I'état fondamental, correspondant a
T'=0 K. Etablir I'expression de U en fonction de N et Er puis en déduire I'énergie moyenne
d’un électron libre de ce gaz électronique.

8. Lorsque le gaz d’électrons libres se trouve plongé dans une température 7' non nulle, les
calculs de ses grandeurs physiques doivent tenir compte de la distribution de Fermi-Dirac:

1
HE)= exp[(E — 1) /kgT ]+1

ou y est le potentiel chimique.
a) Que représente cette distribution ? Tracer sur le méme graphe, les allures de f (E) pour

deux températures T;et T% (on suppose que 7% est supérieur a 7T7).

b) Donner, sous formes d'intégrales, les nouvelles écritures du nombre N d’électrons libres
et I'énergie totale U(T).

¢) En partant de lécriture précédente du nombre N délectrons libres, déterminer
I'évolution de x en fonction de la température 7. On pourra utiliser le résultat du

développement 1.

On donne:

Masse d’un électron m = 9,1 10731 kg
Constante de Boltzmann kg = 1,38 1023 JK+
Constante de Planck & = 6,62 10 **J.s

[o's} a 2
[ E e L e
0 AE-D a+l 6p
e 7V +1
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