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— Dans le chapitre précédent, on a défini et étudié la notion d’intégrale de
Riemann d’'une fonction bornée et définie sur un intervalle fermé et borné.

— Dans ce chapitre, on cherche a étendre la notion d’intégrale aux fonctions

non nécessairement bornée et définies sur des intervalles de la forme [a, b[ ;
[a, e[, ]a, b], ] — oo, b], ]a, b, ] — o0, +-oo[.
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Définition :
Soit f une fonction continue sur [a,b[ ot a € R et b € R ou b = +eo. Pour
X

x € [a, b, on pose F(x) = / f(t)dt. On dit que l'intégrale de f sur [a, b| est
a
convergente ou existe si Iimb F(x) existe et elle est finie.
X—

Cette limite est appelée intégrale généralisée ou impropre de f sur [a, b|, et on
b
la note par/ f(t)at.
a
— Si Iime(x) n'existe pas ou égale a o, on dit que I'intégrale de f sur [a, b|
X—

n’existe pas ou divergente.
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Définition :
Soit f une fonction continue sur Ja,b] ou b € R et a€ R ou a= —e. Pour
b

x €]a, b, on pose F(x) = / f(t)dt. On dit que I'intégrale de f sur ]a, b] est
X
convergente ou existe si lim F(x) existe et elle est finie.
X—a
Cette limite est appelée intégrale généralisée ou impropre de f sur |a, b], et on

b
la note par/ f(t)dt.
a
— Si IiLn F(x) n’existe pas ou égale a c, on dit que l'intégrale de f sur |a, b]
X—a

n’existe pas ou divergente.
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Bemples

oo
1) Etudier la convergence de / e 'at.
0
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Bemples

oo
1) Etudier la convergence de / e 'at.
0
Pour x >0ona:

X
| etat=[-e = —e 41
0

X oo
lim / eldt= lim 1—e X =1. Donc/ e~ 'dt est convergente et on
0 0

X—>~-o0 X—r—+oo
a:
oo
/ e ldt=1
0
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T dt T dt

1Vt Jo Vit

2) Etudier la convergence de
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T dt 1

2) Etudier la convergence de — Pourx>1ona:
vt N \/
/ — = [2V1]f = 2y/x — 2 — o0, qd X — 0. Donc
1Vt
+°°ﬁ
1 Vi
diverge
Pour € > 0 /1 o [2Vi]l=2-2ye—2,qde—0 Donc/1 & st
u . —_— = =2 — , i —
€ \/E ¢ a 0 \ﬂ
converge et on a
1ﬂ 5
o Vi
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Remarques

b

1) Si f est continue sur [a, b et si ¢ € [a, b[ alors /
a

b
f(t)at et/ f(t)dt sont de
méme nature. En effet : ¢

/ax F(t)dt = / f(t)dH—/CX (1)t

X
Iim/ f(t)dt existe dans R si et seulement si Ilm/f t)dt existe dans R

x—b a

b
2) De méme si f est continue sur |a, b] et si ¢ €]a, b] alors / f(t)dt et
a

c
/ f(t)dt sont de méme nature.
a
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Soit f une fonction continue sur |a, b[ (—ee < a < b < +-e0). On dit que

Iintégrale de f sur ]a, b[ est convergente s'il existe ¢ €]a, b| tel que chacune
des intégrales de f sur |a, c] et sur [c, b[ sont convergentes, et on pose

/abf(t)dt: / f(t)dt—ir/cbf(t)dt

Le nombre/ f(t)dt est indépendant de c, et s’appelle I'intégrale généralisée

de f sur |a, b.
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e

~+oo

1) Etudier la convergence de / dt

e 1412
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_

~+oo

1) Etudier la convergence de /

—o0

x
/ T t2 = [arctant]y = arctan x N > qd x — +oo.
0

T T
Donc/ ——dt=—
o 1+¢f 2

0

0 n
dt = [arctant]; = —arctanx—> , qd X — —oco.
N T
Donc/ d——
oo [ [ [T BT
ou = =-+-=
- 1+F o 1+¢ 2 2
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+co
2) Etudier la convergence de / sin(t)dt

—o0
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+co
2) Etudier la convergence de / sin(t)dt Pour x > 0 :

sm = —[cos(t)]s = —cos(x) + 1 n'a pas de limite qd x — oo, donc

~+o0
sm dtdlvergeetparswte/ sin(t)dt diverge.

—o0

c\c\
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|

Définition

d
1) Soit f une fonction continue sur |a, b| et sur |b, d[. On dit que / f(t)dt est

a

b d
convergente si les deux intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes, et
a b

/adf(t)dt: /:f(t)dt—l—/bdf(t)dt

2) Soit ay < a1 < ... < ap, soit f une fonction continue sur |a;, ;41 [ pour

dans ce cas on pose :

an
chaque i € {0,...,n—1}. On dit que/ f(t)dt est convergente si pour chaque

ao

i€{0,..,n—1}, / t)dt est convergente et dans ce cas on pose
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10 et
/ —————dt converge si et seulement si les 3 intégrales suivantes
o tt—=1)(t—2)

sont convergentes :

et

1 ef 2 ef 10
/o - nt—2)m" /1 - n—2)® /2 —ni—2)"

Pr. Boua Hamid (UMP) FPN 26 mai 2021 14/28



Proposition ( Exemple de référence a retenir )
Soita>0etaceR

+oo 4
Q / —; dx converge <= o> 1,
a X

a 1
Q / —; dx converge <= o < 1,
0 X
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o Létude de l'intégrale généralisée d’une fonction f sur un intervalle ]c, d] se
rameéne par le changement de variable t = —x a I'étude de l'intégrale
généralisée de la fonction x — f(—x) sur l'intervalle [—d, —c]

/cd £(t)dt = /;Cf(—t)dt

Dans la suite on va considérer seulement les intégrales généralisées sur des
intérvalles de type [a, b|.
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Sommaire

e Criteres de convergence pour les fonctions positives
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Proposition :

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b[. Pour que I'intégrale

a

soit convergente, il faut et il suffit, qu'il existe M > 0 tel que Vx € [a, b| :
X

/a f(1)at < M.

b

/ £(1)dt
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Soient f et g deux fonctions positives continues

b b
Q Si / g(t)dt converge alors / f(t)dt converge et dans ce cas on a:
a a

/abf(t)dt < /abg(t)dt

b b
(2] Si/ f(t)dt diverge anrs/ g(t)dt diverge.
a a

Exemple :
Foo 4

o e+1

Déterminer la nature de l'intégrale ax
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Soient f et g deux fonctions positives continues

b b
Q Si / g(t)dt converge alors / f(t)dt converge et dans ce cas on a:
a a

/abf(t)dt < /:g(t)dt

b b
(2] Si/ f(t)dt diverge anrs/ g(t)dt diverge.
a a

Exemple :
teo o
Déterminer la nature de l'intégrale ax
) (% eX 41

Ona:Vxe|[0,40oo[,0< < —

. [ . Lo= e“+17" &

1

or/ —dx:/ e ¥dx=[-e]i=—e"'+1>1qdt— 4o

o e* 0
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+oo too
Donc/ —de converge, d’ou/ dx converge.
0 0

]
Définition :
Deux fonctions f et g définies a gauche de b € R, sauf peut étre en b (resp. au
voisinage de +o0) sont équivalentes a gauche de b (resp. au voisinage de +)
s’il existe une fonction € définie a gauche de b sauf peut étre en b (resp. au
voisinage de +o0) telle que f(x) = g(x)(1+¢€(x)) avec Iing e(x) =0 (resp.
X—+b—
lim €(x) =0).

X—>+o0

|
@
<
_I_—l.
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Soient a€ R et btel que a < b < 4. f et g deux fonctions positives,
continues sur [a, b|.

@ Sif et g sont équivalentes a gauche de b (resp. au voisinage de b = +)
b b
alors / f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.
a a

f b b
Q@ Si lim ﬂ:0, alors/ g(t)dt converge:>/ f(t)dt converge
X—b— g(X) a a

f b b
Q Si Iim (x) = oo, alors/ g(t)at diverge:>/ f(t)dt diverge
X—rb— g(X) a a
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1 eX _ 1 ~+oo
1) Etudier la convergence des intégrales / ———adx et
0

%
—aXx.
x3/2 1 Vx5 +1
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TeX—1 teo x
1) Etudier la convergence des inté rales/ ———dx et —ax
) g 9 0o x3/2 1 Vx5 +1
X —1 x 1 T d q TeX— d
. T ~0 52 iz or/0 2 X converge onc/0 iz X converge.
X X
[ ] = = ~
VXS4+1 502 M+t 214k x3/2
oo oo X d
Or / —37; conver e donc ———adx converge.
? ] ?
T dt
2) Etudier la convergence de —
o Sint
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1 eX X
1) Etudier la convergence des inté rales/ _— —ax
) g 9 0o x3/2 1 Vx5 +1
e —1 x 1 1 d g 1 g% J
. 372 ~0 52 iz or/0 2 X converge onc/0 iz X converge.
1

X X

[} = = ~
VX1 x5/2,/1+% ez 1y X

oo oo X
Or / —7, converge donc ———dx converge.
9 1 V/x5+1
Todt
2) Etudier la convergence de —
o sint

1 1 i , T dt ,
Ona — ~g — et —dt diverge, donc/ ——dt diverge.
t o f o sint

sint
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Corollaire

Soit f une fonction positive et continue sur [a, 4o avec a > 0, 0n a :

oo

oo 1
Q Sif(x) ~iw S (CH#0) alors/ f(x)dx et/ X—adx sont de méme
a a

X%
nature, donc

oo
/ f(x)dx converge si et seulement si o > 1
a

o0
Q@ Si lim x%f(x)=0eta>1 anrs/ f(x)dx converge.
a

X—>—foo

X—>+oo

~+oo
@ Si lim x%f(x) =+ eto <1 alors / f(x)dx diverge.
a
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+eo +logt o t
Etudier la nature des intégrales/ e”zdt,/ g —df, / g
0
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+eo +logt o t
Etudier la nature des intégrales/ e”zdt,/ g —df, / g
0

too
lim e =0et2>1 alors/ e " dt converge.
t—>—+oo 0

logt T logt
— lim t—g: lim logft=+4oet1 <1 alors/ —gdtdiverge.
t—+oo t—-o0 1 t

logt logt 3 = logt
5 tim 22290 i 99 gt sy donc/ 09t converge.
t—+oo 2 oo 1/2 2 1 2
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+eo +logt o t
Etudier la nature des intégrales/ e”zdt,/ g —df, / g
0

too
lim e =0et2>1 alors/ e " dt converge.
t—>—+oo 0

logt T logt
— lim t—g: lim logft=+4oet1 <1 anrs/ —gdtdiverge.
t = 1 t

t—s-o0

. logt ~ logt 3 +logt
— | 32220 = im —. = —>1 / — .
tJth = leﬂm /2 0 et 5 > 1donc 1 2 dt converge

logt
A On remarque qu’on n’obtient rien si on multiple t—g par t ou par > en effet :

iim 2199 _ lim_log ¢ = 4o mais 00 =2 > 1.
tdoo 2

logt Io
lim t—g: lim —g:0maisoc:1§1.
t—+oo 2 t—+oo
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Définition

b
Soit f une fonction continue sur [a, b[ ol @ < b < +oo. Lintégrale / f(x)dx est
a

b
dite absolument convergente si/ |f(t)|dt converge
a

Théoréme :
Une intégrale absolument convergente est convergente.

b b
/ |f(t)|dt converge —> / f(t)dt converge
a a
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o . . .., (te2sint—3cost
Etudier I'intégrale généralisée t—zdt
1
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o ., ., ([t~2sint—3cost
Etudier I'intégrale généralisée —z
1
| 2sint —3cost 5

12 < I3

dtVt € [1,+e0[0na

teo q =5
or/ t—zdt converge donc[ t—zdt converge d’ou
1 1

/+°° 2Sint_3COSt|dtconverge
1 )

| 2

+e 2sint—3cost
D’ou/ t—zdt converge.
1
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|
’
N

Théoreme : Intégration par parties
Soient f et g deux fonctions de classe C' sur [a, b[ (@< b< +o0). Si

Iimbf(x)g(x) existe dans R alors les integrales/ f(t)g (t)dt et/ f'(t)g(t)dt
X— a

sont de méme nature, et en cas de convergence on a :

b b
| #(0g/ (9t = Jim r(x)g(x)~ f@)a(@) - [ F(Da(t)et
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, +e sint
Etudier la nature de / Tdt
1
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, +e sint
Etudier la nature de / Tdt Posons
1

Q:? Q:—tj

f=—cost, f =sint

. cosx tesint +e cost R
lim = 0donc ——dt et ———dt sont de méme nature, or
X=X 1 t 1 £

cost 1
% 1<%

. . [Tesint
dou/ Tdt converge.
1

e dt T cost
et 7z dt converge donc =z dt converge
1 1
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